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Woord vooraf 


De kunstenaar die in beeld en rijm de wiskundige en zijn vak be¬ 
schreven heeft, zag terecht het bewijzen als het meest wezenlijke en 
karakteristieke facet van de wiskunde. Hoewel een eigentijdse kunste¬ 
naar de wiskundige waarschijnlijk zou afbeelden aan een tafel met 
toetsen en schakelaars in plaats van met passer en lineaal, zou hij 
waarschijnlijk eveneens wiskunde vereenzelvigen met bewijzen. De 
normen die wij thans aan onze bewijzen stellen zijn echter aanzienlijk 
verhoogd. 

De situatie in de wetenschap is echter ook in een ander opzicht ver¬ 
anderd. Tal van wetenschappen hebben een stadium bereikt waarin 
‘wiskundige exactheid’ vereist wordt, overal kan men voorbeelden 
hiervan zien. 

In dit boekje is getracht enkele technieken en methodieken van de 
logica te schetsen zodat een lezer zonder gespecialiseerde wiskunde- 
opleiding zich de beginselen eigen kan maken. 

De inhoud van het boek bestaat voornamelijk uit een beschrijving 
van de propositielogica, de predicatenlogica en de bijbehorende inter¬ 
pretaties. Juist de kennis van deze twee formele ‘basis’-talen met hun 
semantiek is uitermate nuttig voor iedereen die zich met theorieën van 
welke aard ook bezighoudt. 

Omdat het niet de opzet is een leerboek te schrijven, zijn de bewijzen 
van gecompliceerde stellingen weggelaten. Wie geïnteresseerd is in 
technische details en bewijzen kan gemakkelijk in de literatuur terecht. 
Eveneens is nagelaten om een rigoureuze behandeling van allerlei 
ogenschijnlijk eenvoudige zaken te geven. Bewijzen met inductie naar 
de opbouw van een formule zal men bijvoorbeeld tevergeefs zoeken. 

Hoewel gepoogd is de inhoud algemeen te houden, zijn enkele 
onderdelen speciaal ten gerieve van wiskundig geïnteresseerden opge¬ 
nomen. Voor een globaal inzicht zijn deze onderdelen niet noodzake¬ 
lijk. In het bijzonder kan men de paragrafen 18, 19 en 20 zonder be¬ 
zwaar overslaan, omdat zij uitsluitend opgenomen zijn om de wiskun¬ 
dige een handig formeel systeem te verschaffen ter behandeling van 
operaties. De toepassingen in paragraaf 24 zijn opgenomen om te 
demonstreren dat je met logica ook zuiver wiskundige resultaten kunt 
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verkrijgen. Er zijn in de literatuur tal van diepliggende toepassingen 
van de logica op concrete theorieën, het zou echter te ver voeren om 
deze zelfs maar aan te duiden. 

In het boek Science et Méthode (1908) heeft Henri Poincaré een 
gevleugeld commentaar gegeven op de optimistische uitspraak van de 
logicus Couturat dat de ‘logica de wiskundige vleugels verleent’. 
Poincaré zegt hierop: ‘U hebt nu al tien jaar vleugels en U hebt nog 
nooit gevlogen.’ 

Welnu, het heeft tijd gekost om te leren vliegen, maar nu vliegt U 
dan ook Vlug, Veilig en Voordelig met de logica. 

Wat de feilbaarheid van de auteur betreft, de lezer zal ongetwijfeld 
fouten vinden. Zowel voor het aanwijzen van fouten als voor kritiek 
en suggesties houd ik mij aanbevolen. Professor N. G. de Bruijn en 
dr. P. G. J. Vredenduin hebben reeds de tekst grondig doorgenomen. 
Voor hun aanwijzingen en kritiek ben ik hen ten zeerste verplicht. 

Vleuten, juni 1970 


2 


Inhoud 


Begrippen uit de verzamelingsleer 5 

1 Inleiding 7 

2 Uitspraken 9 

3 Rekenen met uitspraken 17 

4 De axiomatische methode 20 

5 Syntax van de propositielogica 21 

6 Stellingen en bewijzen 23 

7 Het deductietheorema 27 

8 Semantiek van de propositielogica 30 

9 De volledigheid van de propositielogica 32 

10 Is de propositielogica consistent? 34 

11 Beslisbaarheid 35 

12 Schakel-netwerken 36 

13 Predicaten en variabelen 39 

14 Eigenschappen van kwantoren 42 

15 Syntax van de predicatenlogica 48 

16 Stellingen en bewijzen 51 

17 Semantiek van de predicatenlogica 53 

18 Nogmaals de syntax 60 

19 Nogmaals de semantiek 63 

20 Nogmaals stellingen en bewijzen 65 

21 Eigenschappen van de predicatenlogica 67 

22 Formele theorieën 69 

23 Ook de logica heeft zijn beperkingen 72 

24 Enkele toepassingen 74 

25 Aanhangsel I: Het deductietheorema 82 

26 Aanhangsel II: De consistentiestelling 84 

27 Oplossingen 88 

Aanbevolen voor verdere studie 90 

Gotisch alfabet 91 

Register 92 


3 




Begrippen uit de verzamelingsleer 


Het is vaak gemakkelijk om over een compacte notatie voor ver- 
zamelingstheoretische begrippen te beschikken. Hieronder zijn de 
meest voorkomende begrippen en notaties aangegeven: 
aeA - a is een element van de verzameling A 
(< a , b) - het geordende paar a, b 
{a l9 ..., a k } - de verzameling met elementen a l9 ...,a k 
{a | P(a)} - de verzameling van alle elementen die de eigenschap P 
hebben 

A c B - A is een deelverzameling van B 

A u B - de vereniging van A en P, d.i. de verzameling van alle ele¬ 
menten die in A of B zitten 

AnB- de doorsnede van A en B, d.i. de verzameling van alle ele¬ 
menten die zowel in A als in B voorkomen 
0 - de lege verzameling 

Een (binaire) relatie is een verzameling geordende paren. 

Een w-aire relatie is een verzameling geordende w-tallen. 

Een functie (of afbeelding) van A in B is een binaire relatie F met de 
eigenschap dat er bij iedere aeA precies een beB is met de eigenschap 
(a,b)eF. 

De notatie voor ‘ F is een afbeelding van A in P’ is F: A-+B. In 
plaats van (a, b)e F schrijven we altijd F(a) = b. 

F is een een-eenduidige afbeelding indien F(a) ^ F(a') als a ^ a'. 

F is een afbeelding van A op B als bij iedere beB een aeA bestaat 
zodat F(d) = b. 
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1 Inleiding 


Logica kan men typeren als ‘de kunst van het redeneren’ (desgewenst 
als ‘de wetenschap van het redeneren’). Als zodanig heeft de logica een 
lange en respectabele geschiedenis. 

Tot op heden draagt de logica nog het stempel van de grote Griekse 
wijsgeer Aristoteles (384-322 v.C.). De logica was tot het einde van de 
negentiende eeuw het domein van filosofen; weliswaar werd reeds door 
Leibniz (Duits wiskundige en wijsgeer, 1646-1716) een behandeling 
van de logica met wiskundige middelen voorgesteld, maar het duurde 
tot laat in de 19e eeuw voordat mannen als Giuseppe Peano (1858— 
1932), GottlobFrege (1848-1925) en Bertrand Russell (1872-1970) de 
‘symbolische’ of ‘mathematische’ logica tot ontwikkeling brachten. 
Thans is de symbolische logica een volwaardige deelnemer aan het 
wetenschappelijk verkeer met zowel belangrijke filosofische implicaties 
als praktische toepassingen. 

Kortheidshalve zullen we hier onder ‘logica’ steeds ‘symbolische 
logica’ verstaan. 

De band tussen logica en wiskunde is niet vandaag of gisteren ont¬ 
staan. De wiskunde is traditioneel vermaard als het middel bij uitstek 
om ‘logische vermogens’ te vergroten en aan te kweken. Niemand 
minder dan Plato schreef boven de toegang tot zijn Academie: ‘Nie¬ 
mand, onbekend met de wiskunde, trede hier binnen’. Voor deze waar¬ 
dering van de wiskunde kan men als reden aanvoeren dat de wiskun¬ 
dige zich bezighoudt met geïdealiseerde objecten die niet de storende 
eigenschappen hebben, die objecten in de werkelijkheid nu eenmaal 
bezitten. 

Als een van de zuiverste vormen van deze geïdealiseerde wiskunde 
beschouwt men wel de z.g. axiomatische methode , waarmee we sinds 
Euclides bekend zijn. 

Deze axiomatische methode berust op het ‘logisch redeneren’. Iro¬ 
nisch genoeg is het logisch redeneren op zijn beurt bestudeerd m.b.v. 
de axiomatische methode. 

Er is een opvallende analogie tussen wiskunde en logica. Laten we 
voor het gemak even denken aan de middelbare-schoolalgebra: daarin 
werkt men met getallen en relaties tussen getallen (zoals ‘gelijkheid’, 
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‘groter dan’, ‘positief’, etc.). De successen van de algebra zijn mogelijk 
gemaakt door het symbolisme waarvan de algebraïcus zich bedient. 
Evenzo dankt de logica zijn snelle vorderingen aan het feit dat ge¬ 
schikte symbolismen gevonden zijn, die grote delen van ons intuïtieve 
redeneren kunnen formaliseren. 

De toepassingen van de logica zijn niet, zoals men licht zou kunnen 
denken, van louter abstracte aard. De bouw van elektronische com¬ 
puters berust al sinds jaar en dag op beginselen en resultaten van de 
logica en de logica neemt dan ook terecht een eervolle plaats in binnen 
de z.g. computer-science. 

Daarnaast vindt men toepassingen in de biologie, de grammatica, 
het hersenonderzoek, de kunstmatige intelligentie en vele andere niet- 
wiskundige vakken. 

In dit boekje zullen wij een klein (maar belangrijk) onderdeel van de 
kunst van het redeneren nader beschouwen. Hierbij maken we gebruik 
van de taal en haar constructiemogelijkheden. We beperken ons op¬ 
zettelijk in onze uitdrukkingsmogelijkheden doordat we bij de zins¬ 
constructie alleen gebruik maken van bepaalde voegwoorden. Uit 
‘het regent’ zullen we bijvoorbeeld wel de negatie ‘het regent niet’, 
maar geen modale versie zoals ‘het regent misschien’ construeren. 
Merk op dat in de logica ‘voegwoord’ wordt gebruikt in een betekenis 
die afwijkt van de taalkundige betekenis. Een neutrale term zou beter 
zijn, maar de term ‘voegteken’ is al ingeburgerd. 
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2 Uitspraken 


De zinnen: 

(1) Rome is de hoofdstad van Italië 

(2) Nederland is een republiek 

(3) 5 > 3 

(4) Roken is ongezond 

hebben alle gemeen dat zij waar of onwaar zijn, het is zelfs betrekkelijk 
eenvoudig om de waarheid of onwaarheid vast te stellen. 

Er zijn echter genoeg zinnen die deze eigenschap niet hebben, b.v. 

(5) Vrijheid, Gelijkheid, Broederschap 

(6) x 2 — 1 = x 

(7) Driehoek ABC is gelijkzijdig. 

In (5) treffen we een leuze, resp. wens of bevel aan, als zodanig kun¬ 
nen wij daar geen waarheidsgehalte aan toekennen. 

Regel (6) is bedrieglijker, naar de vorm lijkt (6) op een gelijkheid 
zoals 4 — 7 = 2. We kunnen echter niets over de waarheid van (6) zeg¬ 
gen zolang x onbekend is, m.a.w. (6) is waar noch onwaar. Hetzelfde 
geldt voor (7): het hangt er vanaf hoe de punten A,BenC gekozen zijn. 

Wij beperken ons nu voorlopig tot zinnen van de soort (l)-(4), we 
noemen deze zinnen uitspraken. We nemen hierbij een idealiserend 
standpunt in ten aanzien van de ‘waarheid’: zelfs al weten wij niet of 
een bepaalde bewering waar is dan nemen we aan dat, onafhankelijk 
van onze kennis nu, de waarheid of onwaarheid toch vastgelegd is (een 
z.g. platonisch standpunt). Een voorbeeld van zo’n zin is 

(8) In de decimale ontwikkeling van n komen slechts eindig veel vieren 
voor. 

Op het ogenblik is het onbekend of (8) juist is of onjuist, we nemen 
echter aan dat een van beide het geval is. (8) is principieel te onder¬ 
scheiden van (6). Een of ander orakel zou ons de waarheid van (8) kun¬ 
nen berichten; bij (6) is het principieel onmogelijk om de waarheid 
vast te stellen. 

We beginnen direct met het gebruik van symbolen: de hoofdletters 
A,B,C,... stellen uitspraken voor. Behalve uitspraken kennen we ook 
nog hulpmiddelen om uitspraken samen te voegen tot nieuwe uit¬ 
spraken. 
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Zo is de uitspraak: ‘5 > 3 en J2 is irrationaal’ samengesteld uit de 
uitspraken ‘5 > 3’ en ‘y/2 is irrationaal’. 

De zin ‘ Als de zon schijnt, dan neem ik de fiets’ is opgebouwd uit 
‘de zon schijnt’ en ‘ik neem de fiets’. 

Voor de taalkundige hulpmiddelen die uitspraken samenvoegen voeren 
wij logische voegtekens in, dat zijn symbolen die, op de juiste wijze ge¬ 
plaatst, nieuwe uitspraken kunnen opleveren. Hieronder volgen de 
voegtekens die gebruikt worden in de logica. 

betekenis symbool 

en 
of 
niet 

als..., dan... 

... dan en slechts dan, als... 

Men vormt samengestelde uitspraken als volgt: 

A a B, spreek uit A en B 
A v B, spreek uit A of B 
A-+B, spreek uit als A, dan B, of A pijl B 
-i A, spreek uit niet A, of nonA. 

Men spreekt bij a , v, -i respectievelijk van conjunctie, disjunctie, 
implicatie en negatie. 

Bij het samenstellen van ingewikkelde uitspraken zijn haakjes nodig 
om dubbelzinnigheid te vermijden: b.v. (A v B) a C en A v (B a C) 
hebben een totaal verschillende betekenis, zodat het ongeoorloofd is 
A v B a C te schrijven. 

Ook in de omgangstaal kan het gebrek aan haakjes leiden tot ver¬ 
warring. Hier is een voorbeeld: De heer X nodigt zijn vrienden uit 
voor een gezellig avondje met de woorden: ‘Neem je vrouw mee of kom 
alleen en vermaak je’. 

Merk op dat in de omgangstaal allerlei varianten van de logische 
voegtekens in gebruik zijn. ‘Zowel Jan als Jans zijn dom en Jan en 
Jans zijn beiden dom’ zijn allebei varianten op ‘Jan is dom en Jans is 
dom’. Zo is ‘De aanwezigheid van radium brengt verhoogde radio¬ 
activiteit mee’ een variant van ‘Als er radium aanwezig is, dan is er 


A 
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verhoogde radioactiviteit’. Voor het gemak zullen we in de logica wel¬ 
luidendheid en verfraaiing opofferen aan economie. Zinnen als 4 a kwa¬ 
draat groter 0 pijl a groter nul of a kleiner nul’ (d.i. ö 2 >0->(ö>0v 
vö<0)) strelen het oor niet, maar met enige oefening leert men ermee 
leven. 

In de schoolalgebra is het haakjesprobleem soms te vereenvoudigen 
doordat daar een voorrangsregel (meneer Van Dalen wacht op ant¬ 
woord) geldt, (a + b)c en a + ( bc ) zijn de analoga van de formules hier¬ 
boven, alleen laten we de haakjes om bc steeds weg omdat vermenig¬ 
vuldigen vóór optellen gaat. 

Nu we weten hoe uitspraken samengesteld worden is onze volgende 
opdracht na te gaan hoe de waarheid of onwaarheid (in het vervolg 
zeggen we: waarheidswaarde) van de samenstelling afhangt van die der 
delen. 

Allereerst nog wat notatie-afspraken: in plaats van waar en onwaar 
gebruiken we de symbolen 1 en 0 en we schrijven 
w(A) = 1 voor A is waar 
w(A) = 0 voor A is onwaar. 

w is dus een functie gedefinieerd op uitspraken die de waarden 0 en 1 
kan aannemen. De waarden die w aanneemt op samengestelde uit¬ 
spraken beschrijft men het gemakkelijkst met z.g. waarheidstafels. 
Hieronder volgt de waarheidstafel voor de conjunctie. 



De waarden van A en B zijn in de linker kolom en bovenste rij aange¬ 
geven, de waarde van A a B staat in het vierkant. Uit de tafel lezen we 
af dat A a B dan en slechts dan waar is als A en B beide waar zijn; 
dit stemt geheel overeen met onze intuïtieve inzichten. 

De tafels voor venn spreken voor zichzelf: 





-1 A 

i 

0 

I 

1 

i 

1 

0 

o 

i 

* o 
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Merk op dat 5^5 (d.w.z. 5 > 5 v 5 = 5) onder deze definitie waar 
is. 

Enigermate problematisch is de definitie van w(A^B). Men is ge¬ 
wend om bij uitspraken van de vorm ‘als A, dan B ’ een zeker verband 
te constateren tussen A en B. Vaak bestaat dat verband ook, b.v. 
‘ö is even -+a 2 is even’. Wanneer wij echter de formering van uit¬ 
spraken m.b.v. voegtekens toelaten dan is het ongewenst om als uit¬ 
zondering toe te voegen: ‘A -+ B is geen uitspraak als A en B niets met 
elkaar te maken hebben.’ Om te beginnen hebben we geen criterium 
om uit te maken of A en B iets met elkaar te maken hebben en bovenal 
wil de logica afzien van de betekenis der uitspraken. 

Het lijkt alleszins redelijk om w(A -> B) = 1 te stellen als w(B) = 1 , 
immers als B al waar is, dan doet het niet meer ter zake wat A is. 

w(A B) = 0 geldt als w(A) = 1 en w(B) = 0, immers als A-+B en 
A waar zijn dan zou ook B het moeten zijn. Het laatste geval, 
W (A) = w(B) = 0, beslissen we gewoon ‘per afspraak’: w(A-+B)= 1 . 
De waarheidstafel ziet er dus als volgt uit: 



De intuïtieve motivering van deze tafel is wel wat zwak; de rechtvaar¬ 
diging blijkt achteraf als ‘alles zo goed uitkomt’. 

Nu kunnen we dus de waarheidswaarde van alle uitspraken (met 
voegtekens a, v, -i, -+) berekenen als de waarheidswaarden van de 
onderdelen bekend zijn. Hier volgen enkele voorbeelden: Zij 
w(A) = 1, w(B) = 0, w(C) = 1, gevraagd w(A -+(Bv C)), 
w(-iA v (B-> —iC)). We maken de volgende tabellen: 



A 

B 

c 

BvC 

A->(B v C) 

w 

1 

0 

1 

1 

1 



A 

B 

C 

-ïA 

— iC 


-\A v (B-*-\C) 

w 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

1 


12 


Van links naar rechts gaand berekenen we de waarde volgens de 
waarheidstafels. 

opgave 1: Als w{A) = w{B) = 1, w(C) = 0 bereken dan 

(i) w(A->(B->Q) 

(ii) w[(A^B)-*(^A-*-^B)} 

(iii) w[(A v (B a C) —> (A v E) a C )] 

Sommige uitspraken hebben de eigenschap dat, onafhankelijk van de 
waarden van hun onderdelen, de waarde altijd 1 is; zulke uitspraken 
noemen we (logisch) waar. 

Door de waarheid van uitspraken aldus te definiëren zijn we in de 
ongelukkige situatie gekomen dat we thans drie begrippen van waar¬ 
heid kennen, te weten: a. A is waar als w(A) = 1. b. A is waar als 
h'(/ 4) = 1 voor alle keuzen van waarden van de onderdelen van A. 
c. De gewone waarheid van de omgangstaal, zoals in 6 “A-+B heeft 
meer symbolen dan A ” is waar’. 

Al deze soorten van waarheid moeten uit elkaar gehouden worden. 
In geval a zou men kunnen spreken van ‘A is waar in het speciale geval 
dat de waarden der onderdelen van A door w gegeven worden’ of 
'A is waar onder w\ In geval b is er sprake van een soort absolute 
waarheid, onafhankelijk van de manier waarop we de waarheid der 
onderdelen aangeven (vgl. ‘Als we dood vriezen, dan vriezen we dood’). 
Historisch wordt in dit geval wel gesproken van ‘ logisch waar\ Ten¬ 
slotte is er nog de waarheid van c. Hier hebben we te maken met een 
constatering van de waarheid van een bewering over een bepaalde taal¬ 
kundige constructie. Dit is de gewone alledaagse waarheid, die we 
bekend veronderstellen. In de paragraaf over de semantiek van de 
propositielogica kunnen we het onderscheid netter aangeven. Voor¬ 
lopig zal de lezer erop bedacht moeten zijn dat ‘waar’ meerdere beteke¬ 
nissen heeft. We zouden natuurlijk in de gevallen a, b en c aparte 
termen kunnen gebruiken; omdat ons dat echter wat zwaar geschut 
lijkt, vertrouwen we toch maar op de waakzaamheid van de lezer. 

Om in te zien of een uitspraak waar is maken we weer een tabel, 
maar nu voor alle mogelijke waardencombinaties van de onderdelen. 
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Voorbeelden : 

1. A-*Ais waar. 


A 

A-*A 

0 

1 

1 

1 


U ziet: welke waarde A ook aanneemt, 


w(A-*A) is 1. 


2. [(A v J5) a C] -> [(,4 a C) v (i? a C)] is waar. 


A 

B 

c 

AvB 

(AvB)aC 

AaC 

Ba C 

(AaC)v(BaC) 

[(^4 vB)aC] 

y 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


2. (A->B)-> (~iA v B) is waar. 


A 

B 

A-+B 

iA 

> 

r 

(A —> B) -» (—v B) 

0 

0 

1 

1 

i 

i 

0 

1 

1 

1 

i 

i 

1 

0 

0 

0 

0 

i 

1 

1 

1 

0 

1 

i 


^—\A v J?) —► (A —► is waar. Doe zelf. 

5. Als P waar is en als Q waar is, dan is P a Q waar. Immers 
W (P) = W (Q) = 1 geldt voor alle waardencombinaties der onderdelen 
van P en Q, dus is ook steeds w(P A0 = 1. 

We spreken af dat we A<-+B schrijven voor (A-*B) a (B-*A) (spreek 
uit A equivalent BoïA dan en slechts dan als B). 
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Uit 3 en 4 blijkt de waarheid van (A->B)<->(-]A v B), d.w.z. wat 
waarheidswaarde betreft is er geen verschil tussen A -> B en ~i A v B , 
wc zouden dus kunnen volstaan met negatie en disjunctie in te voeren 
cn vervolgens de implicatie (pijl) te definiëren. 

Omgekeerd kunnen we ook de implicatie elimineren, d.w.z. iedere 
f ormule vervangen door een gelijkwaardige formule waar geen -» in 
voorkomt. 

Voorbeelden : 

A -► A - —iA v A 

(A a B) -* B - —\(A a B) v B 

Hoe gaat men na of formules P en Q equivalent zijn (d.w.z. of P++Q 
waar is)? De waarheidstafels leveren ons een eenvoudig criterium: 
P cn Q zijn dan en slechts dan equivalent als bij berekening van de waar - 
hcidstafel voor P en Q onder P en Q dezelfde kolommen staan. 

Bewijs: Eerst vervaardigen we de waarheidstafel voor : 


A 

B 

A-+B 

B->A 

(A -*■ B) a (B —> v4)(d.i. A <-► B) 

0 

0 

i 

1 

1 

0 

1 

i 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 


Analoog aan de waarheidstafels voor a , v, -i, krijgen we dus 


% 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 


Wc zien dat w(A+-*B) = 1 dan en slechts dan als w(A) = w(B). Hieruit 
volgt dat P<-»Q dan en slechts dan (logisch) waar is als onder P+-*Q in 
dc waarheidstafel uitsluitend enen staan en dat kan dan en dan alleen 
als in de kolommen onder P en Q op dezelfde plaatsen dezelfde 
waarden staan. Q.E.D. 

Uit het gegeven criterium volgt direct dat de equivalentie relatie voor 
uitspraken alle eigenschappen heeft die de wiskunde verlangt van een 
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equivalentie relatie, te weten: 

I: P<r+ P is waar voor alle P 

II: als P <-> ö waar is, dan is Q «-►. P waar 

III: als P «-* Q en Q <-►.R waar zijn, dan is P <-» R waar. 

De juistheid van I is duidelijk. De juistheid van II en III volgt uit 
het criterium. Beschouw b.v. III: maak een waarheidstafel voor P, Q 
en R. In de waarheidstafel komen (van links naar rechts) eerst alle 
onderdelen A, B, ... van P, gevolgd door P, daarna alle onderdelen 
van Q, voorzover ze niet onder de onderdelen van P voorkomen, 
gevolgd door Q en tenslotte alle onderdelen van R die nog niet voor¬ 
gekomen zijn, gevolgd door R. 


A 

B ... P 


Q ... R 




Wegens P<-+Q geldt: de kolommen onder P en Q zijn gelijk. 

Wegens Q*-*R geldt: de kolommen onder Q en R zijn gelijk, dus zijn 
de kolommen onder PenR gelijk. 

Daaruit volgt nu P*-*R. 

Doe II zelf. 



3 Rekenen met uitspraken 


In de algebra hebben we geleerd haakjes weg te maken, te ontbinden, 
enz. In de logica kunnen we analoge dingen doen. Zoals we reeds 
opmerkten is het voldoende om formules (d.w.z. uitspraken) te be¬ 
schouwen zonder implicatie. Voor deze uitspraken geven we een lijst 
van equivalenties die sterk aan de algebra doen denken. 

(A v B) (B v A) (A a B) (B a A) 
commutatieve wet 

((A v B) v C) <-> (A v (B v C)) ((A a B) a C) «-> (A a (B a C)) 

associatieve wet 

A a (B v C)++[(A a B) v (A a C )] 

A v (B a C)<- [(A v £) a (A v C)] 

distributieve wet 

(/I v A)*-+A (A a A)<r+A 
idempotentie wet 

-i (A v B) <-► (—i^4 a -TÖ) ~i(v4 a 2?) v nö) 

wetten van De Morgan 

Merk op dat de formules rechts verkregen worden uit de formules 
links door a en v te verwisselen. Er bestaat klaarblijkelijk een grotere 
analogie tussen a en v dan tussen + en x in de algebra. De waar¬ 
heid van de bovenstaande equivalenties toont men gemakkelijk aan 
m.b.v. waarheidstafels (zelf doen!). 

Precies als in de algebra stelt de associatieve wet ons in staat om in 
A v (B v C) de haakjes weg te laten. (Immers a + (b + c) is toch het¬ 
zelfde als (a + b) + c , dus schrijven we altijd a + b + c.) 

Met behulp van bovenstaande formules kunnen we naar hartelust 
haakjes verdrijven. De vraag is alleen: welke haakjes moeten ver¬ 
dreven worden? Er zijn twee gelijkwaardige mogelijkheden: 

a. breng alle conjuncties tussen de haakjes 

b. breng alle disjuncties tussen de haakjes, 

met dien verstande dat de negatie, m.b.v. de wetten van De Morgan 
steeds binnen de haakjes gebracht wordt. 
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We zullen een herleiding demonstreren door een lijst van equiva¬ 
lente formules aan te geven, waarbij iedere uit de voorgaande ver¬ 
kregen wordt door een der gegeven wetten toe te passen. 

—1(,4 a E) a {B v -i A) 

(-1,4 v - \B ) a (B v -v4) (De Morgan) 

[(-i,4 v -i B) a B]v [(-i A v -i B) a -i,4] (distributiviteit) 

[(-i4 a5)v(i5a B)] v [(—i^4 a -i,4) v (-iJ5 a -u 4)] (idem) 

(i^l a B) v (iP a 5) v (-u4 a -u4) v (- 1 B a -i,4) (associativiteit) 
(-1 A a P) v (- 1 B a B) v -i,4 v (-iP a -u4) (idempotentie) 

De oorspronkelijke formule is nu herleid tot de z.g. disjunctieve 
normaalvorm , d.i. een formule bestaande uit disjuncties van conjunc¬ 
ties van hoofdletters of negaties daarvan. 

De disjunctieve normaalvorm kan men voor iedere formule be¬ 
palen, mits eerst de implicatie geëlimineerd wordt. 

Voorbeeld : 

(A a B)-+A 
-i(A a B) v A 
~iA v —i B v A 

Men ziet direct dat de laatste formule waar is, immers A en -v4 
komen beide in de disjunctie voor, dus w(-nA v -iP v A) = 1 geldt, 
welke waarden AenB ook mogen aannemen. 

In de bovenstaande herleidingen hebben we een principe gebruikt 
dat nog niet bewezen was: 

Als in een formule P een onderdeel A vervangen wordt door een gelijk¬ 
waardige formule A', dan ontstaat een formule P' die gelijkwaardig is 
met P. 

Het bewijs van deze hulpstelling volgt direct uit de toepassingen van 
de waarheidstafels: 


A! 

... 

P' 

a 


p 

b 


q 

c 


r 

• 


• 


A 


p 

a 


p 

b 


9 

c 


r 

• 


• 
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Links is de tabel voor P aangegeven. Voor alle waarden van de letters 
die in P voorkomen zijn de waarden p 9 q, r 9 ... uitgerekend, waar 
/>, q 9 r 9 ... 0 of 1 zijn. Bij deze berekening is iedere kolom met waarden 
berekend met gebruikmaking van alleen kolommen links van zichzelf. 
I let is nu duidelijk dat bij vervanging van A door A' in de kolom onder 
A' dezelfde waarden komen als onder A , maar dan is de kolom onder 
P' natuurlijk hetzelfde als die onder P. Aangezien P en P' dezelfde 
waarden aannemen onder de waardencombinaties der onderdelen is 
P<^P' waar. Q.E.D. 

Het elimineren van de implicatie bewijst vaak goede diensten omdat 
daardoor de waarheid van een aantal formules evident wordt. 

Voorbeeld 1: (A->B)*-+ (~i B -► ~iA) 
l iet linkerlid is equivalent met -iA v B ; 
het rechterlid is equivalent met -n B v -iA. 

Aangezien B equivalent is met -i-iP, zijn nu linker- en rechterlid 
equivalent met dezelfde formule en dus zijn ze zelf equivalent. 

Voorbeeld2: (A -+~iB)+-+—i(A a B) 

(A -* —iP)<-»(-u4 v —iP) 

~iA v —iP <-> ~~i(A a B) 
dus (A -» ~iP)<-> ~i(A a B) 

OPGAVE 2: Toon aan dat A-*{Bv C) equivalent is met (A a “iP) -> C. 

Het is de moeite waard om ons ervan te overtuigen dat (A-+B)<r+ 
v P) intuïtief aanvaardbaar is. Stel dat (A->B) gegeven is, te 
bewijzen —iA v B. We weten dat A v ~i A geldt, als A geldt dan geldt P 
wegens A-+B, als -i A geldt weet ik niets van P, maar dat is niet erg, 
want in het eerste geval geldt P en in het tweede geval -i A. M.a.w. 
-i A v P geldt. 

Omgekeerd: Stel dat -iAv B gegeven is, te bewijzen dat P uit A 
volgt. Welnu: als A juist is, dan is -t A onjuist en omdat -\A v P juist 
is moet P juist zijn. Hiermee hebben we P uit A geconcludeerd. 
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4 De axiomatische methode 


Wanneer een wetenschapsgebied redelijk goed bekend is, kan men 
overgaan tot de z.g. axiomatisering. Het schoolvoorbeeld van zo’n 
axiomatisering vinden we in de Elementen van Euclides. De grond¬ 
gedachte kan men eenvoudig weergeven: zoek een aantal ware uit¬ 
spraken betreffende de theorie en leid daaruit alle andere waarheden 
van de theorie af. Op het moment dat de grondwaarheden (meestal 
axioma's genoemd) geformuleerd zijn, doet het eigenlijk niet meer ter 
zake waar het over gaat. Laten wij even stil staan bij de meetkunde; 
het is niet belangrijk of punten inderdaad punten in een vlak zijn of 
paren getallen of nog andere objecten, het enige wat een rol speelt is de 
relatie tussen punten en lijnen (wat dat dan ook mogen zijn) en wij zijn 
al tevreden als de axioma’s gelden voor de objecten die we beschouwen. 

Een axiomatische theorie kunnen wij dan ook het beste opvatten als 
een intellectueel spelletje met overeengekomen spelregels. Een betrek¬ 
king met de werkelijkheid kan wel bestaan maar is beslist niet vereist. 
Papier en potlood is alles wat wij nodig hebben. 

Om het spel zo zuiver mogelijk te spelen moeten we precies aan¬ 
geven waarmee we spelen, d.w.z. welke symbolen we gebruiken, en wat 
de spelregels zijn. Met dat laatste bedoelen we: hoe gaat dat afleiden of 
bewijzen in zijn werk? 

In de volgende paragrafen zullen we eerst het spel opzetten, d.w.z. 
aangeven waarmee we spelen en dan de spelregels aangeven, en ver¬ 
volgens een stukje van het spel spelen. Dit alles eerst voor de uitspraken - 
logica, beter bekend als propositielogica. 
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5 Syntax van de propositielogica 


Wat daareven als ‘opzetten van het spel’ betiteld werd, kan ook op- 
gevat worden als de schepping van een kunstmatige taal, die gemaakt 
wordt met het speciale doel de propositielogica weer te geven. Daarom 
spreken we van syntax, d.i. leer van de zinsbouw. 

De taal heeft een alfabet bestaande uit 3 soorten symbolen: 

/. propositiesymbolen - Po>PuP 2 >Ps> ••• (oneindigveel) 

2. logische voegtekens - v, ~i 

3. hulpsymbolen - ( , ). 

Nu het alfabet gegeven is moeten we zeggen wat de woorden zijn. 
Dc woorden zullen onze uitspraken of proposities zijn. 

/. ieder propositie-symbool is een propositie 

2. als AcnB proposities zijn dan is (A v B ) een propositie 

3. als A een propositie is dan is (- iA ) een propositie 

4 . niets is een propositie, tenzij op grond van 7,2, 3 . 

Opmerking: Po^PuPi • • • noemen we atomen. 

We kunnen nu voorbeelden van proposities geven: ( p 0 v p x ), 

<(“V>7) V V/>ii)),(-l(-l(-|/» 2 )))- 

Regel 4 was nodig om aan te geven welke dingen geen proposities 
*ijn, daar laten 7,2, en 3 zich immers niet over uit! Wiskundigen laten 4 
liever weg en zeggen in plaats daarvan: de proposities vormen de 
kleinste verzameling die aan 7, 2 en 3 voldoet (probeer te bewijzen dat 
die definitie gelijkwaardig is met de onze). 

Voorbeelden van niet-proposities zijn: 

’( V , v p 0 p u po V p u )ƒ>! -*p 2 ). 

We zijn nu klaar met de opbouw van de taal. We zullen echter nog 
wat afspraken maken om het geheel wat overzichtelijker te maken. 

a. Als er geen misverstand mogelijk is, zullen we slordigweg wat 
haakjes weglaten, b.v. de buitenste haakjes. Voorts spreken we af dat 
dc negatie sterker bindt dan de disjunctie, d.w.z. we schrijven —\A v B 
voor((-v4) v B) (en niet voor {-\(A v 2?))!). 

h. We voeren afkortende notaties in: 

A -► B betekent ~i A v B 
A a B betekent — 1 (—v -i B) 

A B betekent (A-+ B) /\ (B^> A) 
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Als tevoren geldt nog steeds dat A—>B, —i \A a B 9 enz. niet tot de taal 
van de propositielogica behoren; van de lezer wordt echter verwacht 
dat hij zulke uitdrukkingen kan omzetten in goede proposities. 

c. In aanvulling op a. zullen we ook bij gebruik van —► en a , indien 
mogelijk, haakjes weglaten. Tevens zullen we -i sterker laten binden 
dan de andere voegtekens (het begin van een voorrangsregel in de 
logica). 

Ter voorkoming van misverstanden nog een laatste opmerking: 
de hoofdletters zijn zelf géén proposities, ze kunnen het best opgevat 
worden als een soort ‘instant propositie’, d.w.z. we kunnen er propo¬ 
sities voor substitueren. Zo gaat -t A v m B bij substitutie van p 0 
voor A en p^p 2 voor B over in - 1 p 0 v -\-\(pi~*Pi) on dat is (na 
toepassing van de voorgaande afspraken) wèl een propositie. 

De hoofdletters behoren dus niet tot de taal van de propositie¬ 
logica maar tot de taal, waarin we over de propositielogica spreken; 
het zijn een soort variabelen voor proposities. 



6 Stellingen en bewijzen 


N u het spelmateriaal beschreven is, kunnen we overgaan tot de spel¬ 
regels. De spelregels bestaan uit twee soorten: in de eerste plaats zijn 
er axioma's, d.w.z. proposities waar we vanuit gaan en die evident juist 
zijn; in de tweede plaats zijn er afleidingsregels, die ons leren hoe uit 
gegeven proposities andere proposities volgen. In de loop van de 
geschiedenis van de logica zijn tal van axioma’s en afleidingsregels op¬ 
gesteld, die ieder wel een of ander voordeel hebben. Het stelsel dat wij 
hier presenteren heeft geen bijzondere pretenties, het werkt prettig 
cn dat is voorlopig voldoende rechtvaardiging. 

hen axioma is een propositie van de gedaante ~i A v A. 
l 'oorbeelden: -1 p 0 v /? 0 , v Pi ) v ( Po v -1 p 7 ). 

Merk op dat er dus oneindig veel axioma’s zijn, weergegeven door het 
/. g. axiomaschema ~iA v A. 

Afleidingsregels zijn van de gedaante: uit de gegeven proposities 

A ... A 

A ï% ...,A n volgt B. Gemakshalve schrijven we--—-—- . Hieronder 

is de lijst van afleidingsregels gegeven: 


(A v B) v C 
A v (B v C) 


I let is goed om even na te gaan of de afleidingsregels inderdaad volgens 
het ‘gezonde verstand’ correct zijn. 

I zegt alleen dat we een gegeven uitspraak mogen verzwakken, b.v. 
uit ‘het regent’ volgt ‘het regent of het sneeuwt’. Natuurlijk is ver¬ 
zwakken altijd toegestaan. 


BwA 

A v A 

I!- 

A 

A v (B v C) 

il!---- 

(A v B) v C 

A v B, —\A v C 

* / 


B v C 
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II zegt ons dat we A of A mogen vervangen door A ; uit ‘het sneeuwt 
of het sneeuwt’ volgt ‘het sneeuwt’. Deze conclusie is zeker correct. 

III of IV geven de associatieve eigenschap aan van de disjunctie, 

eveneens een vanzelfsprekende zaak. . . . , , . 

V luidt: uit ‘A is juist of B is juist’ en ‘A is onjuist of C xs juist volgt 
‘5 is juist of C is juist’. Het gemakkelijkste beredeneert men dit per 
geval: (a) A is juist; uit de veronderstelling *A is onjuist of C is juist 
volgt dan dat C juist is, maar dan geldt dat ‘B is juist of Cis juist. 

(b) A is onjuist; behandel dit geval zelf. 

De correctheid van de axioma’s volgt uit ons platonische standpun . 
iets is zo of het is niet zo. ‘Het sneeuwt of het sneeuwt met’ is een 
voorbeeld van zo’n axioma. 

Av A heet in de logica het principe van de uitgesloten derde, d.w.z. 
A is juist of A is onjuist, een derde mogelijkheid is er niet. 

De aanvaarding van het principe van de uitgesloten derde is een 
kwestie van geloof (desgewenst bijgeloof); door een aantal wiskun¬ 
digen, met name de intuïtionisten, wordt de algemene geldigheid van 
het principe van de uitgesloten derde ontkend. 

Tot zover hebben we het spelmateriaal en de spelregels beschreven 
en ons ervan overtuigd dat de formele propositielogica met zondigt 
tegen het gezonde verstand, maar we hebben nog met gezegd waar het 
spelen uit bestaat. Welnu, het spelen is ‘bewijzen’, d.w.z. met behulp 
van axioma’s en afleidingsregels nieuwe correcte proposities aangeven. 
We zullen nu het begrip bewijs preciseren. 

Definitie: een bewijs van B uit de gegeven proposities A u ...,A k is 
een eindige rij proposities P i, P 2 , •••>Pn zodat 


1- B = P n 

2. iedere P t (l ^ i ^ is 
öf(a) een axioma 

of (b) een van de formules A u ...,A k 

öf (c) volgt uit een of meer van zijn voorgangers met behulp van een at- 

leidingsregel. . . . 

We zeggen ook wel dat B bewijsbaar of afleidbaar is uit A u ...,A k 
en we noteren dat als A u ..., A k V B. n heet de lengte van het bewijs 
P ., P„. A u A k heten de hypothesen of veronderstelhngen. Het 
is'natuurlijk mogelijk dat de hypothesen ontbreken, dan vervalt 
2(b) in de definitie en we schrijven dan h B. 
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De formules die zonder hypothese afleidbaar zijn heten stellingen . 
De term ‘stelling’ kan evenals ‘waar’ aanleiding geven tot misver¬ 
stand. Het hier ingevoerde begrip slaat op zekere proposities, d.w.z. 
objecten uit de taal die door de hiervoor beschreven syntax vastgelegd 
is. Daarnaast kennen we ook nog beweringen over proposities, ge¬ 
makshalve noemen we die ook stellingen (b.v. stelling 1, blz. 28). Ter 
onderscheiding noemt men beweringen van de laatste soort ook wel 
met astellingen . In dit boekje wordt het woord ‘stelling’ in beide 
betekenissen gebruikt. De lezer zij gewaarschuwd. 

We zullen nu enkele voorbeelden van bewijzen geven: 

(1) A v B ... 1 (hypothese) 

~iA v A ... 2 (axioma) 

B v A ... 3 (uit 1 en 2 met V) 

hiermee is aangetoond A v B b B v A (commutatieve eigenschap). 

Ter bekorting van het schrijfwerk en ter bevordering van de over¬ 
zichtelijkheid zullen we reeds gevonden resultaten in bewijzen toepas¬ 
sen, desgewenst kan de lezer zelf de bewijzen volledig uitschrijven. 


~iA v A 

..i 

(axioma) 

—i—i—1^4 v —]~iA 

..2 

(axioma) 

—i—iA v —i—i—1^4 . 

..3 

(uit 2 met (1)) 

A v -i-i -iA . 

..4 

(uit 1 en 3 met V) 

-ï-i-iA v A 

..5 

(uit 4 met (1)) 

-r-\A -> A 

..6 

(afspraak) 

resultaat 1—i—i^4 -> 

A 


A-+B 

.. 1 

(hypothese) 

-\A v B 

..2 

(afspraak) 

B v -iA 

..3 

(uit 2 met (1)) 

—i—i B v —i B 

..4 

(axioma) 

-i B v -ï— \B 

..5 

(uit 4 met (1)) 

—iA v —i—]B 

..6 

(uit 3 en 5 met V) 

—i—i B v ~iA 

..7 

(uit 6 met (1)) 

~]B -> —i^4 

..8 

(afspraak) 


resultaat A -> B I—i B -+ ~iA 

I cn toepassing van deze regel is: een gelijkzijdige driehoek is gelijk- 
benig, daaruit volgt dat een ongelijkbenige driehoek ongelijkzijdig is. 
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OPGAVE 3: 

(4) Bewijs zelf (A —> ~\A) —> ~iA (pas I toe). 

Intuïtief betekent (4): als ~iA uit A volgt dan geldt -i A. De geldigheid 
kan men als volgt beredeneren: stel A, dan volgt uit A->iA dat 
-iA ook geldt. A en -iA kunnen echter niet tegelijk gelden, m.a.w. een 
tegenspraak is bereikt. Deze tegenspraak is afkomstig van de aan¬ 
name van A, dus is A onjuist, d.w.z. ~iA geldt. Wij kennen deze bewijs- 
vorm in ‘het bewijs uit het ongerijmde’. 


( 5 ) —i— 1 (—i B v -i-i B) v — 1 (—i B v -i-iB) 

—i—iJ5 v ” 1-6 
—i B v ”i~i B 
(—]B v ”i”i B) v C 

v -ï-i B) v —»— 1 (—i-S v i i-6) 

C v -i-i(”i6 v ”i”i6) 

—i—i (—16 v —i”i 6 ) v C 
—i (—16 v -i“i 6 ) -> C 
(B a ”i- 6 ) —► C 
resultaat h (-6 a -i B ) C 

Deze regel heeft een merkwaardige interpretatie. B a -\B is een contra¬ 
dictie (tegenspraak); de regel zegt dus dat uit een contradictie alles wat 
men maar wil volgt (ex falso sequitur quodlibet). Dit is volledig in 
overeenstemming met onze afspraak om A -* B waar te noemen als A 
onwaar is. Een uitspraak als ‘uit 2 = 3 volgt 6 = 25 is dus juist. 


...1 

...2 

...3 

...4 

...5 

...6 

...7 

...8 

...9 


(axioma) 

(axioma) 

(uit 2 met (1)) 

(uit 3 met I) 

(uit 1 met (1)) 

(uit 4 en 5 met V) 
(uit 6 met (1)) 
(afspraak) 
(afspraak) 


(6) A->B,B-+ChA->C (bewijs zelf) 


A-* B 

... 1 hypothese 

~iA v B 

...2 (uit 1 vlg.afspraak) 

A 

... 3 hypothese 

A v B 

...4 (uit3metI) 

B v B 

...5 (uit2en4metV) 


B ... 6 (uit 5 met II) 

resultaat : A —> B, A h B 

Deze regel heet Modus Ponens. Modus Ponens is een bijzonder fun¬ 
damentele regel, zij heeft de volgende intuïtieve interpretatie, als B 
uit A volgt en A geldt, dan geldt B. 
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7 Het deductietheorema 


We kennen naast elkaar twee soorten gevolg-relaties. Een ervan is de 
implicatie (->), de ander is de afleidbaarheid (b). 

Men moet deze relaties wèl onderscheiden, immers de implicatie 
hoort thuis in de taal van de propositie-logica (d.w.z. eigenlijk na 
vertaling van A -»B door ~iA v B) en de afleidbaarheid hoort thuis 
in onze dagelijkse omgangstaal waarin we over de logica kunnen 
spreken en redeneren. Er zijn dus eigenlijk twee talen met ieder een 
eigen niveau, zodat in de ene taal (de hogere) over de andere taal ge¬ 
sproken kan worden. Men noemt deze talen wel resp. meta-taal en 
object-taal. We kunnen dus zeggen dat de implicatie in de objecttaal en 
de afleidbaarheid in de metataal thuishoort. 

Er bestaat een betrekking tussen beide relaties, neergelegd in het 
deductietheorema : Als A u ..., A n , B b C dan A u ..., A n b B-+C 
In een eenvoudig geval geformuleerd: als C uit B afleidbaar is, dan 
is B -* C afleidbaar (in formule: als B b C, dan b B -> C) 

Het bewijs van het deductietheorema (afkomstig van Herbrand, 
1930) is niet moeilijk maar wat te lang om hier in extenso te geven; 
zie hiervoor blz. 82. 

De toepassingen van het deductietheorema zijn talrijk. We laten 


enkele volgen: 

(8) b A-*(B v A) (uitl) 

(9) b (AvA)-+A (uit II) 

(10) b^ v (Bv Q->(Av B)v C (uitlll) 

(11) b (A v B)-+ (B v A) (uitl) 

(12) b (A -> B) (~,B -+ -yA) (uit (3)) 

(de contrapositie ) 


(13) (A-* B)-+ [(B ^C)^(A-> C )] (uit (6)) 

Voor een wat ingewikkelder toepassing hebben we wat meer begrippen 
nodig. 

Zij V een verzameling formules, we zeggen dat A uit V afleidbaar 
is (F b A) als er eindig veel formules B u ..., B n in V voorkomen zodat 
B u ..., B n b A. Deze definitie is helemaal in de geest van het begrip 
‘bewijs’, immers: een bewijs is een eindig rijtje formules en zelfs al zou 
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V oneindig zijn, we kunnen altijd slechts eindig veel formules van F 
gebruiken. 

Een ver zam eling F van formules heet consistent als voor geen enkele 
formule A, zowel FI - A als FI— \A geldt. Als F niet consistent is heet 

V inconsistent. 

Een inconsistente verzameling is ook als volgt te karakteriseren: 
Stelling 1: F is inconsistent dan en slechts dan als WA geldt voor 
alle formules A. 

Bewijs: Laat FI - A gelden voor alle A, dan geldt voor een wille¬ 
keurige formule B V I- B en Fl— \B, dus F is inconsistent. Om¬ 
gekeerd: laat voor een zekere A gelden WA en Fl— iA. 


bewijs van A 


A 


-i A 


bewijs van -i A 


A v B (uit A met I) 
-iA v B (uit -i A met I) 
B v B (metV) 

B (met II) 


Schrijf nu eerst het bewijs van ^4(uit F) op en daaronder het bewijs 
van —iv4(uit F). Kies vervolgens een willekeurige formule B en pas 
1, V en II toe zoals hierboven is aangegeven. De hele rij formules is nu 
een bewijs van B uit F, m.a.w. we hebben aangetoond F h B voor 
willekeurige B. 

Nu volgt een stelling die toepassing van het deductietheorema eist. 

Stelling 2: Als Fu {A}* inconsistent is, dan geldt F h -iA. 


* Vv{A} is de vereniging van V en de verzameling die alleen uit A bestaat. 
Kortweg: V {A } krijgt men door A aan V toe te voegen. 
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Bewijs: Omdat Vu{A} inconsistent is kunnen we op grond van 
de vorige stelling uit Vu {A} iedere formule afleiden, in het bijzonder 
•n A: Vu{A}\ — \A, d.w.z. er zijn B l9 ... 9 B k eV* zodat B i9 ... 9 
B k9 A I— \A. Dus volgens het deductietheorema B l9 .. B k h A -> -iA. 

EHminatie van -> levert B l9 ... f B k h -\A v -i A en toepassing van II 
levert B l9 ... 9 B k h ~iA 
Dus geldt Vh~iA. 

opgave 4: Bewijs dat VhA geldt als Vu {-iA} inconsistent is. 

Stelling 1 laat duidelijk zien waarom inconsistente verzamelingen van 
formules zulke schrikbeelden voor de logicus zijn. Op zichzelf is het al 
onaangenaam wanneer men zowel A als ~iA afleiden kan, maar men 
zou misschien de hoop kunnen koesteren dat, bij vermijding van de 
onbetrouwbare formule A, de inconsistentie van V genegeerd kan 
worden. Het blijkt echter dat een formule A met de eigenschap 
VhA en V I —\A het hele spel van het afleiden ruïneert. Immers 
iedere formule wordt afleidbaar uit V en juist daardoor verliest de 
afleidbaarheid uit V elke waarde. De propositielogica is zo fundamen¬ 
teel dat bijna al haar resultaten ook in algemenere theorieën (zie 
blz. 69) gelden. In het bijzonder geldt stelling 1 voor zulke theorieën. 

Gezien de gevolgen van inconsistentie is het begrijpelijk dat men bij 
opbouw van theorieën steeds bedacht is op consistentie. 


* e is het symbool voor ‘element zijn van’, d.w.z. xeY betekent ( x is een element 
van Y'. 
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8 Semantiek van de propositielogica 


Sinds de invoering van de propositielogica als formeel spel hebben we 
ons bewogen op syntactisch terrein, d.w.z. we hebben gespeeld met 
symbolen en uitspraken aaneengevoegd tot nieuwe uitspraken, zonder 
dat de betekenis van belang was. Het werk van blz. 23-26 kan ver¬ 
richt worden door iemand die nog nooit van logica gehoord heeft of 
door een machine; het enige wat van belang is voor de formele theorie 
is het goed toepassen van de regels. Natuurlijk hebben we ons hier en 
daar overtuigd van de aansluiting bij ons intuïtieve redeneerproces, 
maar dat gebeurde om zo te zeggen ‘in de kantlijn’, als het niet gebeurd 
was dan hadden we hoogstens tegen de didactiek maar niet tegen de 
logica gezondigd. 

We zullen nu proberen op een preciese manier een interpretatie van 
de propositielogica aan te geven. De interpretatie vormt het seman¬ 
tische aspect van de logica. (Semantiek is de wetenschap die zich 
bezighoudt met de betekenis van de taalkundige objecten.) 

Wanneer de logica als formele taal beschouwd wordt, moeten we 
proposities interpreteren. In het eenvoudigste geval hebben we te 
maken met een atoom, bv. p 0 . De moeilijkheid is dat we niet weten 
wat po is. In het dagelijkse leven zeggen we; de uitspraak ‘het sneeuwt’ 
is waar, als het inderdaad sneeuwt, maar bij p 0 kunnen we een derge¬ 
lijke oplossing niet voorstellen. We redden ons door op te merken dat 
p 0 alleen maar waar of onwaar kan zijn en dat p 0 dus 2 interpretaties 
toelaat. Gebruikmakend van dit feit komen we tot de volgende defini- 
ties: 

1. Een waardering w is een afbeelding (of functie) die aan ieder 
atoom pi 0 of 1 toevoegt (denk aan ‘onwaar’ en ‘waar ). 

Voorbeelden van waarderingen kan men naar believen maken: 


a . 

b. 


w(pi) = 1 voor alle i 
1 als i even 
0 als/oneven 


w'(pi) = 


. I 1 als i een kwadraat is 
Cm W ^ | 0 anders 


Een waardering w voegt langs een omweggetje ook een waarde toe 
aan iedere propositie, en wel volgens de waarheidstafels van blz. 11. 
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Voorbeeld: beschouw w 9 w', en w" zoals hierboven aangegeven 
w(p 0 v -i= 1, w'(p 0 v pi) = l,w"(p 0 v -vp x )= 1 

A (p 2 ->/?!» = 1, w'iPi A (/? 2 ->/?!» = 0,w"(p 1 A ( p 2 -*Pl )) = 1 
bereken zelf 

w'((/>i -*Pi) v (pi-^Ps)) 

w”(-ipi -> (ƒ?! V -l/7 2 )) 

2. Een propositie A heet wtfar als voor alle waarderingen w geldt 
w(A) = 1. Een ware propositie heet ook wel een tautologie . 

Het waarheidsbegrip dat hier ingevoerd is stemt geheel overeen met 
dat van blz. 11. Het enige verschil is dat we nu te maken hebben met 
een formeel systeem, terwijl op blz. 11 alles nog op het intuïtieve 
niveau was. 

opgave 5 : Bewijs dat [A-*(B a -i£)] -iA een tautologie is. 




9 De volledigheid van de propositielogica 

Er bestaan nu twee benaderingen van de logica: de syntactische en de 
semantische. We weten al dat voor een groot aantal proposities beide 
benaderingen gelijkwaardig zijn, d.w.z. we hebben tot dusver een 
aantal tautologieën en stellingen opgespoord en in de meeste gevallen 
is het gemakkelijk in te zien dat de stellingen tautologieën zijn en om¬ 
gekeerd. Dit brengt ons op een gewichtig vermoeden: zouden de ver¬ 
zamelingen der tautologieën en der stellingen samenvallen? De vraag 
is van principieel belang, immers de waarderingen en de waarheid 
behoren niet tot de objecttaal van de logica, zij horen thuis in de 
metataal. Anders gezegd: het waarderen enz., kortom de hele seman¬ 
tiek vindt plaats in de normale omgangstaal. De methoden waarmee 
eigenschappen van waarderingen, relaties tussen taal en waardering 
(interpretatie) vastgesteld worden behoren tot de normale, intuïtieve 
wiskunde. We zullen aantonen dat iedere tautologie een stelling is en 
omgekeerd, dat iedere stelling een tautologie is. Dit betekent dat ons 
formeel systeem precies weergeeft wat in de werkelijke wiskunde plaats¬ 
vindt en dat is iets van principieel gewicht; nl. het formele systeem 
stelt ons in staat alles af te leiden wat we op grond van intuïtieve 
ervaring wensen. M.a.w. er zijn genoeg axioma s en afleidingsregels. 
Een systeem met bovengenoemde eigenschap heet (semantisch) vol¬ 
ledig. Eén helft van de volledigheid van de propositielogica is een¬ 
voudig te bewijzen: 

Stelling 3: Iedere stelling is een tautologie. 

Bewijs: Stellingen zijn formules met een bewijs en een bewijs krijgt 
men door uit te gaan van axioma’s en daarop afleidingsregels toe te 
passen. Het is dus voldoende om aan te tonen dat axioma’s waar zijn 
en dat afleidingsregels ware formules overvoeren in ware formules. 

a. Beschouw een axioma -iA v A. 
w(-u4 v A) = 1 voor alle w, dus het axioma is een tautologie. 

b. Regel I: als A een tautologie is, dan is w(A) = 1 voor alle w. 
Volgens de waarheidstafel geldt w(A v5)=l nu ook voor alle w. 
M.a.w. A v B is ook een tautologie. 

c. Regel V: Laten ivfiennivC tautologieën zijn. Te bewijzen 
dat B v C een tautologie is. Stel dat voor een zekere waardering 
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w(B v C) = O, volgens de waarheidstafel geldt dan w(2?) = w(C) = 0. 
Voor deze w zijn er twee mogelijke waarden van A. Beschouw 
w(A) = 1, dan geldt w(~iA) = 0 en dus geldt w(-iA v C) = 0, dit voert 
tot een tegenspraak omdat -iA v C een tautologie is. Bewijs zelf dat 
w(^t) = 0 eveneens onmogelijk is. Conclusie: w(B v C) = 1 voor alle 
w ofwel: B v C is een tautologie. 
d. Behandel regels II, III, IV zelf. 

Hiermee is het bewijs voltooid. 

De andere helft van de volledigheid is aanzienlijk moeilijker te 
bewijzen. Eén der bewijzen berust op de z.g. consistentiestelling : 

Als V een consistente verzameling formules is, dan is er een waar¬ 
dering w zodat w(A) = 1 geldt voor alle AeV (voor een bewijs zie 
blz. 84). Nu volgt eenvoudig de volgende 

Stelling 4: Als A een tautologie is, dan geldt b A. 

Bewijs: Stel dat b A niet geldt, dan is ~iA consistent (op grond van 
opgave 4 blz. 29). Volgens de consistentiestelling is er dus een waar¬ 
dering w zodat w(-iv4) = 1, en dus w(A) = 0. Dit is in strijd met het 
gegeven dat A een tautologie is, derhalve is de aanname dat A niet 
geldt onjuist, d.w.z. b A geldt. Q.E.D. 

Uit het voorgaande concluderen we de volledigheidsstelling : A is een 
tautologie dan en slechts dan als A een stelling is. 
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10 Is de propositielogica consistent? 


De consistentie van het formele systeem van de propositielogica houdt 
in dat geen tegenstrijdigheden afgeleid kunnen worden. Op zichzelf 
zou een tegenstrijdigheid nog niet zo erg zijn; in het dagelijkse leven 
komen we elke dag contradicties tegen en daar heeft men een doel¬ 
treffende remedie op gevonden: ‘gewoon niet over praten en non¬ 
chalant het raam uitkijken’. Voor de propositielogica (en daar mag ik 
aan toevoegen de wetenschap, die immers grotendeels berust op die 
logica) zijn de gevolgen echter zo ernstig dat we ons willen verzekeren 
van de consistentie. Op grond van stelling 1 blz. 28 volgt uit de in¬ 
consistentie namelijk de afleidbaarheid van alle formules. Het is 
zonder meer duidelijk dat een wetenschap waarin alles geldt geen 
enkele waarde heeft. 

De vraag of een formele theorie consistent is wordt meestal be¬ 
antwoord door herleiding tot iets wat zeker consistent is. In het geval 
van de propositielogica herleiden we het onderzoek van het formele 
systeem tot dat van de waarderingen. 

Voor de consistentie is het reeds voldoende om aan te tonen dat er 
een niet afleidbare formule bestaat (zie stelling 1 blz. 28). 

Bewering : p 0 is niet afleidbaar. 

Bewijs : Stel dat p 0 afleidbaar is, dan is p 0 tevens een tautologie 
(stelling 3, blz. 32). Echter de waardering w met w(p t ) = 0 voor alle 
i levert w(p 0 ) = 0. Dit is een tegenspraak, dus is p 0 niet afleidbaar. 

Gevolg : De propositielogica is consistent. 

Opmerking: Men kan de consistentie ook als volgt inzien: als h A 
en I —\A dan zijn A en -iA tautologieën. Dat is echter onmogelijk, 
omdat w(A) ^ w(-\A). 
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11 Beslisbaarheid 


Zoals we reeds opmerkten is het hele spel van bewijzen een volstrekt 
machinale bezigheid. We kunnen als het ware een machine aan het 
werk zetten die steeds maar nieuwe bewijzen maakt en dus steeds 
nieuwe stellingen levert.* We kunnen ook een machine de opdracht 
geven om onze bewijzen na te kijken. We zouden echter bijzonder in 
onze schik zijn als er een machine was die bij iedere formule A die we 
hem laten lezen aan het werk gaat en na verloop van tijd zegt of A wél 
of géén stelling is. Deze opgave is zwaarder dan de vorige opgaven, 
immers we kunnen wel een ‘bewijsmachine’ aanzetten en wachten tot 
A eruit komt, maar het bezwaar is dat we niet weten öf A ooit te voor¬ 
schijn komt. M.a.w. dat A een stelling is of geen stelling geloofden we 
al, maar juist de vraag in welke van de 2 gevallen we verkeren blijft 
onbeantwoord door zo’n bewijsmachine. 

Gelukkig bezit de propositielogica een mechanische (mechanisch in 
de zin dat inzicht of inventiviteit geen rol speelt) procedure om uit te 
maken of A geldt. De procedure bestaat uit het opstellen van de waar- 
heidstafel voor A ; staan in de kolom onder A louter enen, dan is A 
een tautologie en tevens, op grond van de volledigheidsstelling een 
stelling. 

Bovengenoemde procedure heet ook wel een algoritme of decisie - 
methode. En het bestaan van een decisiemethode voor de propositie¬ 
logica drukken we uit door te zeggen dat de propositielogica beslisbaar 
of decidabel is. 


♦ Er zijn inderdaad programma’s ontworpen voor computers, die dit machinale be¬ 
wijzen realiseren. 
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12 Schakel-netwerken 


Beschouw elektrische netwerken bestaande uit draden en schakelaars: 
de schakelaars kunnen 2 standen innemen: aan en uit. 

Door middel van schakelingen met gebruikmaking van verschillende 
schakelaars kunnen we de propositielogica imiteren. De werkelijke 
bouw van de netwerken laten we hier buiten beschouwing. De net¬ 
werken geven we aan door schema’s waarin de schakelaars met hóófd¬ 
letters aangeduid zijn. 



> 


Uit 


fig. 1 


In fig. 1 is een schema aangegeven dat precies de werking van de 
schakelaar A weergeeft. We nemen steeds aan dat er stroom op de 
input staat, dan levert de output dus stroom als A aan is. 

_/_. X . 

A B 7 

fig. 2 

In fig. 2 is een schema aangegeven dat we met een tabel zullen analy¬ 
seren. A en B kunnen 1 of 0 zijn, d.w.z. wèl of géén stroom doorlaten; 
de schakeling als geheel neemt ook een van de waarden 0 of 1 aan. 


A 

B 

schakeling 

0 

1 

Ö 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 


We zien dat de tabel voor de schakeling juist de waarheidstafel voor de 
conjunctie is. Daarom noemen we deze schakeling A a B. 

In figuur 3 is de schakeling voor AvB aangegeven. 
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fig.3 


Er kunnen nu ook afhankelijkheden optreden tussen de schakelaars, 
d.w.z. sommige schakelaars kunnen steeds tegelijk aan of uit zijn, 
andere kunnen tegengesteld zijn, d.w.z. de een is aan als de ander uit 
is. In het eerste geval gebruiken we dezelfde letter, in het tweede geval 
de negatie. —i A is dus aan als A uit is en uit als A aan is. Nu kunnen we 
ingewikkelde schakelingen maken: 



fig.6 

De schakelingen van fig. 5 en fig. 6 zijn gelijkwaardig (d.w.z. bij de¬ 
zelfde stand van de schakelaars is de output hetzelfde). Omdat in 
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fig. 5 minder schakelaars voorkomen zeggen we dat die schakeling 
het eenvoudigste is. 


> 


a. 


A- 


-b- 


fig. 7 


“'Ei- 


A- 


A- 


> 


De schakeling in fig. 7 laat stroom door als de meerderheid van de 
schakelaars aanstaat (A a B) v (A a C) v (B a C). 

Opgaven 

1. Vereenvoudig de volgende schema’s 




A- 


y. 

-iA 


A 


A-+ 


■> 


A- 


4 - 


4 - 

4 - 


■> 


2. Construeer een schakeling met 2 schakelaars, zodat het omzetten 
van iedere schakelaar de output verandert (van 0 naar 1 of van 1 
naar 0) (dit is de z.g. hotelschakelaar). Doe hetzelfde voor 3 schake¬ 
laars. 
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13 Predicaten en variabelen 


Wat we tot nu toe aan logica beschreven hebben ziet er wel aardig uit, 
maar het wekt niet de indruk dat er zoveel wiskunde mee gedaan kan 
worden. Een eenvoudige redenering als ‘alle kwadraten zijn positief, 
4 is een kwadraat dus 4 is positief’ kan niet eens met de propositie¬ 
logica behandeld worden. Proposities zijn als het ware grote lompe 
brokken, alleen maar in staat om een waarheidswaarde aan te nemen, 
maar met te weinig inwendige structuur. Om zelfs maar een minimum 
aan wiskunde te kunnen beoefenen zullen we in ieder geval over 
elementen en over relaties tussen die elementen moeten kunnen praten. 

Beschouw een zin als ‘wie afwezig is heeft ongelijk’. Een wat hand¬ 
zamer vorm voor de logicus is ‘Als x afwezig is, dan heeft x ongelijk’. 
Naar de vorm is dit een formule van de gedaante propositie¬ 

logica is echter niet bij machte om uit te drukken dat in beide onder¬ 
delen dezelfde x bedoeld wordt. Hier schiet de uitdrukkingskracht van 
de propositielogica te kort. 

Wij zullen nu eerst een aantal voorbeelden uit de omgangstaal 
behandelen alvorens ons tot de wiskunde te wenden. Het vertalen van 
zinnen uit de omgangstaal is een hachelijke onderneming, dergelijke 
zinnen hebben vaak een andere betekenis dan de logische structuur 
doet vermoeden. Er kunnen bijvoorbeeld emotionele factoren in het 
spel zijn, of de context kan een rol spelen. Zo heeft het voorbeeld 
‘vriezen we dood, dan vriezen we dood’ van blz. 13 een betekenis die 
wel degelijk verschilt van A-+A. 

De vertaaloefeningen die hieronder volgen moeten daarom als 
speelse illustraties beschouwd worden. 

1. Alle mensen zijn sterfelijk , Socrates is een mens , dus Socrates is 
sterfelijk. 

In deze regels hebben we te maken met objecten die de eigenschap¬ 
pen ‘mens zijn’ en ‘sterfelijk’ kunnen hebben, bovendien is er een 
speciaal object met de naam Socrates. We voeren de symbolen M, S en 
s in voor respectievelijk ‘mens en zijn’, ‘sterfelijk’ en ‘Socrates’. 
Socrates is mens wordt dan M(s) en Socrates is sterfelijk wordt S(s). 
We kunnen echter ‘alle mensen zijn sterfelijk’ nog niet symboliseren, 
daartoe voeren we een speciaal symbool V in voor ‘voor alle’. 
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In plaats van ‘alle mensen zijn sterfelijk’ schrijven we eerst ‘voor 
alle objecten x geldt dat wanneer zij mens zijn, zij ook sterfelijk zijn’. 
De vertaling in symbolen ziet er nu als volgt uit: 

(Vx)(M(x) S(x)). 

De redenering kan in symbolen weergegeven worden door: 

[(Vx)(M(x) -> S(x)) a M(s)] -> S(s). 

2. Grotemond en Van der Grijp zijn vrienden , alle vrienden van Grotemond 
zijn belangrijk , dus Van der Grijp is belangrijk. 

De symbolen g, v , V, B, staan voor resp., Grotemond, Van der Grijp, 
de vriendschapsrelatie, belangrijk. Merk op dat de vriendschapsrelatie 
geldt tussen twee objecten, het is een z.g. binaire relatie. 

Eerst maken we de zinnen pasklaar: Grotemond en Van der Grijp 
verkeren in de vriendschapsrelatie. Voor alle objecten x geldt dat 
wanneer zij in de vriendschapsrelatie staan met Grotemond zij be¬ 
langrijk zijn, dus Van der Grijp is belangrijk. 

Nu de symbolische vorm: [V(g, v) a (Vx)(F(x, g) -► 5(x))] -» B(v) 

3. Wie niet horen wil moet voelen . 

Symbolen: H , V voor ‘horend zijn’,‘voelendzijn’. Herschrijving: als 
een object x niet de eigenschap heeft horend te zijn, dan heeft het de 
eigenschap voelend te zijn. In symbolen: -i#(x)->F(x). We weten uit 
de propositielogica dat hiermee equivalent is H(x) v F(x). 

Analoog aan het ‘voor alle’ symbool voeren we het symbool 3 in voor 
‘er is een’. 

4. Als iedereen faalt , dan slaagt iemand. 

Symbolen F, S voor ‘falend’ en ‘slagend’. 

(Vx)E(x) -> (3y)S(y). 

Wat voorbeelden uit de wiskunde: 

de vergelijking x 2 + 7x - 1 = 0 heeft een wortel. 

Herschrijving: 

(3x)(x 2 H- 7x — 1 = 0) 

b 

als ƒ(x) positief is op het interval [a, b] dan is ƒ ƒ (x)dx positief. 
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b 

Herschrijving: (ix)(a ^ x a x ^ b -+f(x) > 0) -> J f(x)dx > 0. 

a 

x is een kwadraat wordt: 
er is een getal ƒ zodat x=y 2 
symbolisch: (3 y)(x = y 2 ) 

16 is het kleinste kwadraat groter dan 10 

wordt: 16 is een kwadraat en voor ieder getal geldt dat wanneer zijn 
kwadraat groter is dan 10, dit kwadraat tenminste 16 is. 
symbolisch: (3 y)(y 2 = 16) a (Vz)(z 2 > 10 -> z 2 > 16) 

Het produkt van 2 positieve getallen is positief symbolisch 
(x > 0 a y > 0) -> xy > 0 

Een produkt is nul dan en slechts dan als een van zijn factoren nul is 
xy = 0 (x = 0 v y = 0) 


We beschikken nu over zoveel logische symbolen dat het tijd wordt 
om voorrangsregels af te spreken. In het algemeen zullen we liever wat 
extra haakjes gebruiken dan moeilijk leesbare formules schrijven. Onze 
afspraak voor de voorrang van symbolen luidt: 3 en V binden het 
sterkst en vervolgens bindt de negatie sterker dan de overige voegtekens 
van de propositielogica. Voorbeelden: 

(Vx)P(x)-+Q(x) is een afkorting van (Vx)(P(x)) -> Q(x) niet te ver¬ 
warren met (Vx)(P(x) Q(x)). Beschouw ook 

(3x)((Vj)(-iP(x) v Q(x, j)) -» Q(x, x)), het bereik van de kwantoren is 

hier onderlijnd. Probeer zelf een methode te vinden om in een wille¬ 
keurige formule het bereik van een kwantor aan te geven (aanwijzing: 
tel haakjes). 

Kleene geeft in Introduction to Metamathematics § 17 blz. 74 een 
rangorde van de voegtekens als volgt: 3, V, -i, v , a , 
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14 Eigenschappen van kwantoren 


De symbolen V en 3 heten kwantoren, V heet de al-kwantor of uni¬ 
versele kwantor en 3 heet de existentie-kwantor. Hun functie is het 
binden van variabelen. Men kan hun werking vergelijken met die van 
de integraal, ƒ ( x ) is een term met een variabele, wat ƒ (x) is kunnen 
we niet zeggen, dat hangt, slordig gezegd, van x af. Daarentegen speelt 

b 

in jf(x)dx de variabele x helemaal geen rol meer, de waarde van 

a 

de integraal hangt (behalve van de functie) alleen af van de grenzen 
a en b . Evenzo speelt in (Vx)P(x) de variabele x geen rol meer, juist 
omdat P(x) voor alle x tegelijk moet gelden, x + 7 = 12 kan waar 
of onwaar zijn afhankelijk van de x die men invult, (Vx)(x + 7= 12) is 
daarentegen niet waar en (3x)(x + 7 = 12) is wèl waar. 

Het is moeilijk om in dit inleidende praatje precies te zeggen wat 
‘geen rol spelen’ betekent. In de geformaliseerde syntax kan dat wèl, 
maar daarvóór willen we toch een idee hebben wat het binden van 
variabelen betekent. 

Een van de aspecten van het ‘geen rol spelen’ is de vervangbaarheid 
van de variabele. Een wiskundig voorbeeld: 

i i 

ƒ xdx = i kan vervangen worden door j ydy = \ 

0 y 0 

of: in £ x = iy(y — 1) kan x vervangen worden door z: 

y *=0 y y 

Ez = iy(y - 1), d.w.z. £ x = £ z 

z — 0 a : = 0 z— 0 

Daarentegen kan men in sin x de variabele x niet straffeloos door y 
vervangen, getuige sinx = sinj y. 

Nog een verschilpunt: voor een vrije (d.i. niet-gebonden) variabele 
kan men een constante substitueren, terwijl de substitutie van een 
constante voor een gebonden variabele tot een zinloze uitdrukking 
leidt. j 

Voorbeeld: Substitueer 0 voor x in x 2 + 7 en ƒ xdx. 0 + 7 is een 
i o 

zinvolle term, J OdO heeft daarentegen geen betekenis (is niet ge¬ 
definieerd). 0 

We zullen nu een logica opbouwen waarin variabelen, predicaten 
en kwantoren een rol spelen, maar voordat we aan een formele 
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aanpak beginnen zullen we eerst intuïtief wat eigenschappen onder¬ 
zoeken. 

(3x)P(x) betekent ‘er is een x met de eigenschap P\ zoals het er 
staat heeft x betrekking op alle mogelijke objecten. Dit is echter een 
wat vaag begrip, in de meeste gevallen weten we wel wat voor soort x 
bedoeld wordt: mensen, punten, getallen, functies etc. 

Als we willen aangeven dat x geen priemgetal is, d.w.z. een factor y 
met ƒ + x en y ^ 1 heeft, dan schrijven we (3j)(3z)[;c = yz a ~i(y = 1) a 
a (y = x)]. 

In dit geval is het duidelijk dat y en z natuurlijke getallen voor¬ 
stellen. De verzameling waarin de variabelen geïnterpreteerd worden 
noemen we het universum. 

(3 x)P(x) betekent dus dat minstens een der elementen van het 
universum de eigenschap P heeft. 

Analoog betekent (Vx)P(x) dat alle elementen van het universum, 
dat beschouwd wordt, de eigenschap P hebben. 

Laten we aan de hand van bovenstaande uitleg wat formules be¬ 
kijken: 

1. (3x)[P(x) v Q(x)} 

Interpretatie: er is een element x dat de eigenschap P of de eigenschap 
Q heeft. Wanneer we nu een voor een de elementen van het universum 
onderzoeken vinden we zo’n x. Er zijn voor deze x twee mogelijk¬ 
heden: P(x) geldt of Q(x) geldt. In het eerste geval geldt nu (3x)P(x) 
en in het tweede geval geldt (3x)Q(x). D.w.z. (3x)P(x) v (3x)g(x) geldt. 

Omgekeerd kan men uit (3x)P(x) v (3x)Q(x) concluderen dat 
(3x)(P(x) v ö(x)) geldt (zelf doen). Hiermee hebben we intuïtief de 
equivalentie (3x)[P(x) v Q(x)]<-»[(3x)P(x) v (3x)ö(x)] aangetoond. 

2. -i(3x)P(x) 

Interpretatie: het is niet waar dat er een x is met de eigenschap P. 
M.a .w. als we het universum doorlopen komen we nooit een element 
met de eigenschap P tegen. Maar dan hebben alle elementen de 
eigenschap -iP, d.w.z. (Vx)(-i P(x)) geldt. Omgekeerd volgt uit 
(Vx)(~iP(x)) dat -i(3x)P(x). Stel nl. dat er wèl een x is met de eigenschap 
P, dan hebben we direct een tegenspraak verkregen. Dus is er geen x 
met de eigenschap P. 
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Conclusie: -i(3x)P(x)(Vx)(-iP(x)) geldt. 

3. Uit 2 volgt direct -i-i(3x)P(x) <-» -i(Vx)(-iP(x)) ofwel (3x)P(x)<-> 
<-»-i(Vjt)(-i P(x)). 

Dit resultaat leert ons dat de 3-kwantor gedefinieerd kan worden met 
de V-kwantor. 

4 . (Vx)P(x) <-* -i(3x)(-iP(x)) (Ga na.) 

5. (V*)[P(x) a ö(*)]~[(Vx)P(x) a (Vx)Ö(x)] 

Hoewel we nog niet over een formeel systeem beschikken kunnen we 
toch op grond van het voorgaande en onze kennis van de propositie¬ 
logica 5 ‘bewijzen’. 

(Vx)[P(x) a Q(x)] <-* -,(3x) i[P(x) a Q(x)] 
i(3xcr)( i( i[“iP(x) v ~iQ(x)])) 

^^(3x)[-nP(x) v iQ(*)] 

^-i[(3x)(-nP(x)) v (3x)(-iö(x))] 
i[“i(Vx)P(x) v -i(Vx)2W] 

<-> (Vx)P(x) A (Vx)ö(x) 

We zien dat de al-kwantor en de existentie-kwantor gedistribueerd 
mogen worden over resp. de conjunctie en de disjunctie. Kan men ook 
de al-kwantor distribueren over de disjunctie? Antwoord: nee, welis¬ 
waar geldt 

6. [(Vx)P(x) v (Vx)ö(x)] (Vx)(P(x) v Q(x)) (beredeneer zelf), maar 

(Vx)(P(x) v Q(x)) -> [(Vx)P(x) v (Vx)g(x)] is onjuist. Het volgende 
argument is reeds voldoende om de onjuistheid aan te tonen: Laat P 
de eigenschap ‘mannelijk’ en Q de eigenschap ‘vrouwelijk’ zijn, het 
universum omvat alle mensen. 

Het linkerlid zegt: ‘alle mensen zijn mannelijk of vrouwelijk’, een 
uitspraak waarvan we de waarheid zonder moeite inzien. Het rechter- 
lid zegt: ‘alle mensen zijn mannelijk of alle mensen zijn vrouwelijk’, 
deze uitspraak is ten duidelijkste onjuist. Hierdoor is de implicatie in 
zijn geheel onjuist. 

opgave 6: Laat zien dat [(3x)P(x) a (3x)g(x)] (3x)(P(x) a Q(x)) 

onjuist is. 
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Vanuit het standpunt van algebraïsch rekenen houdt het voorgaande 
in dat men niet zonder meer kwantoren buiten haakjes mag brengen. 
Er is echter toch een methode om langs een omweg kwantoren buiten 
haakjes te brengen. De volgende equivalentie levert ons een methode. 

7. Als x niet vrij, d.w.z. helemaal niet of gebonden door een kwantor, 
voorkomt in P dan geldt: (Vx)[P v Q(x)] <-> [P v (Vx)ö(x)] 

Bewijs: a. neem aan dat (Vx)[P v Q(x)] geldt, dan geldt voor ieder 
element x van het universum dat P waar is of dat x de eigenschap Q 
heeft. Er zijn twee mogelijkheden: 1. P is waar, dan is P v (Vx)g(x) 
ook waar; 2. P is onwaar, dan heeft iedere x de eigenschap Q, d.w.z. 
(Vx)ö(x) is waar. In beide gevallen geldt P v (Vx)Q(x), d.w.z. 
(Vx)(P v g(x)) -4[?v (Vx)g(x)]. 

b. Neem aan dat P v (Vx)Q(x) geldt. Beschouw weer de gevallen: 
1. P is waar, dan is P v Q(x ) waar wat x ook mag zijn, m.a.w. 
(Vx)[P v ö(x)] is waar; 2. P is onwaar, dan heeft iedere x de eigen¬ 
schap Q. Dus geldt (trivialerwijze) voor iedere x dat P waar is of x de 
eigenschap Q heeft, d.w.z. (Vx)[P v Q(x)] is waar. 

Conclusie: [P v (Vx)g(x)] -> (Vx)[P v Q(x)] geldt. 

Gecombineerd met a vinden we dat 7 geldt. 

Het belangrijkste hulpmiddel in het bewijs was de ‘constantheid’ 
van P, d.w.z. de onafhankelijkheid van de waarheidswaarde van P 
van x. 

Toon zelf aan: 

8. Als x niet vrij voorkomt in P dan geldt: (3x)(P a Q(x))*-> 

~[Pa(3x)Ö(*)]. 

In een uitspraak als ‘er is een element x met de eigenschap P’ doet 
het niet ter zake welke variabele gebruikt wordt. ‘Er is een element y 
met de eigenschap P’ zegt nl. precies hetzelfde. M.a.w. de volgende 
equivalentie geldt: 

9 . (3x)P(x) (3j>)P(y) 

Evenzo geldt 

10 . (Vx)P(x) <-*■ (yy)P(y) 


45 





Voor de geldigheid van 9 en 10 zijn zekere beperkingen nodig. Bijvoor¬ 
beeld: x komt alleen links en y alleen rechts voor. Laat door een voor¬ 
beeld zien dat het anders mis kan gaan. Met behulp van 7, 8,9 en 10 
kunnen we nu altijd kwantoren voorhalen, beschouw b.v. (3x)P(x) a 
a (3x)g(x). Om te beginnen veranderen we in (3x)g(x) variabele x in 
een variabele, zeg z, die niet vrij in P(x) voorkomt. Vervolgens passen 
we 8 toe. 

(3 x)P(x) a (3 x)Q(x) 

~(3x)P(x) a (3z)Ö(z) 

~(3z)[(3x)P(x) a Ö(z)] 

(3 z)[Q(z) a (Bx)P(x)] 

~(3z)(3x)[Ö(z) a P(x)] 

<-> (3z)(3x)[P(x) a Q(z)] 

Een wiskundig voorbeeld: ‘Er is een even priemgetal x en er is een 
kwadraat y tussen 40 en 50’ is equivalent met ‘Er zijn getallen x en y 
zodat x een even priemgetal is en y een kwadraat tussen 40 en 50’. 

opgave 7: Toon aan [(Vx)P(x) v (Vx)g(x)]~(Vx)(Vy)(P(x) v Q(y)) 
voor geschikte x en y. 

Men kan opvolgende kwantoren van dezelfde soort verwisselen: 

11. (Vx)(Vy)P(x, y) <-► (Vy)(Vx)P(x, y) 

12. (3x)(3y)P(x,y) ~ (3j)(3x)P(x, y) 

Bewijs zelf. 

Voor ongelijksoortige kwantoren gaat dit niet op. (Vx)(3y)P(x, y)-> 
-*■ (3ly)(Vx)P(x, y) is onjuist, zoals uit het volgende voorbeeld blijkt: 

laat P(x,y) de ‘kleiner dan’-relatie zijn en het universum de ver¬ 
zameling natuurlijke getallen. De regel wordt nu (Vx)(3v)(x < y) —► 
->(3 j)(Vx)(x<j). 

Het linkerlid zegt: ‘bij ieder getal is er een groter getal’ en het 
rechterlid zegt: ‘er is een getal dat groter is dan alle getallen’. 

Het linkerlid is juist en het rechterlid is onjuist. De implicatie als 
geheel is daardoor onjuist. 

opgave 8: toon aan: 

a. [(Vx)P(x) -> Q]<-> (3x)[P(x) -> Q] 
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b. [(3x)P(x) (Vx)[P(x) -> Q] 

c. (Ö - (3 x)P(x)) <- (3 x)(Q -> P(x)) 

d. ( Q -> (Vx)P(x)) <-* (Vx)(ö -> P(x)), x komt niet vrij in Q voor. 

e. Beschouw de zin ‘de dorpsbarbier is de man die alle mannen scheert 
die zichzelf niet scheren’. Toon aan dat de barbier zichzelf scheert en 
zichzelf niet scheert. Zij nu S het symbool voor het binaire predicaat 
‘... scheert...’. 

Wat betekent (3j)(Vx)[S(j, x) <-> -i S(x, x)]? 

Toon aan (3 j)(Vx)[S(j, x) <-> -i S(x, x)] -» (3 y)(S(y,y) -iS(y, ƒ)). 

Concludeer hieruit “i(3j)(Vx)[*S'(j, x)<->-i*S(x, x)] (arme dorps¬ 
barbier). 

Uit het bovenstaande volgt alleen maar dat zo’n dorpsbarbier niet 
bestaat en dat is op zichzelf nog niet paradoxaal. Wèl is er sprake van 
barbier bestaat. In 1901 formuleerde Bertrand Russell een paradox 
in de verzamelingsleer, die verwantschap heeft met de barbiers- 
affaire (zie Yredenduin blz. 75). Volgens de toen heersende me¬ 
ning bestond een legitieme verzameling a , bestaande uit alle ver¬ 
zamelingen die geen element van zichzelf zijn (a = {x\ x$x}). Men 
ziet gemakkelijk in dat zowel aea als a$a geldt. Hier is dus sprake 
van een echte paradox (d.w.z. de z.g. naïeve verzamelingsleer van 
Cantor (en Frege) was inconsistent). 
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15 Syntax van de predicatenlogica 


Analoog aan onze formalisering van de propositielogica zullen we een 
taal voor de predicatenlogica aangeven. Het alfabet bestaat uit: 

1. Predicaatsymbolen: P 0 , P u P 2 , P 3 , .... We laten in het midden 
of er eindig of oneindig veel predicaatsymbolen zijn. Bij ieder predi- 
caatsymbool wordt bekend verondersteld hoeveel open plaatsen (of 
argumenten) er zijn. Wie heel precies is kan het aantal argumenten 
aangeven met een extra index. De ‘groter’-relatie G zou dan geschreven 
worden als G 2 en het predicaat ‘positief’ als P 1 . 

2. Variabelen : x 0 , x l9 x 29 ... Er zijn oneindig veel variabelen. 

3. Constantesymbolen c 0 , c i9 c 2 ,... (eindig of oneindig veel). 

4. Logische voegtekens : v, -i, 3. De andere voegtekens zoals 

a, V kunnen uit de gegeven voegtekens gedefinieerd worden. 
Iedere keer dat zo’n ander voegteken voorkomt moet de lezer eigenlijk 
een equivalente formule opschrijven met uitsluitend v, n en 3 (de 
lezer zal wel oppassen om dat werkelijk te doen, zoals zo vaak kan hij 
volstaan met goede bedoelingen). 

5. Hulptekens : *, (,). Let wel, er zijn drie hulptekens: een linker- en 
rechterhaakje en een komma. Er zijn nu twee soorten komma’s: één 
in de objecttaal, één in de metataal. Er is geen speciale notatie voor 
deze verschillende gevallen omdat het altijd wel duidelijk is wat voor 
soort komma bedoeld wordt. 

De woorden, die we in dit verband formules noemen, worden gedefi¬ 
nieerd door: 

1. Als P een predicaatletter met k open plaatsen is en t l9 ... 9 t k 
variabelen of constanten zijn, dan is P(t u ..., t k ) een formule (een 
z.g. atoom). 

2. Als A en B formules zijn, dan is ook (A v B ) een formule. 

3. Als A een formule is, dan is (i. A) een formule. 

4. Als A een formule is, dan is (3x)A een formule. 

5. Niets is een formule tenzij op grond van 1 t/m 4. 

We zullen weer, waar mogelijk zonder verwarring, haakjes weg¬ 
laten. Opmerking: de hoofdletters A en B zijn hierboven gebruikt om 
willekeurige formules aan te duiden, dit zijn zelf dus geen formules 
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(vgl. blz. 22), Om precies te zijn: deze hoofdletters zijn variabelen in de 
metataal. 

Voorbeelden van (echte) formules: 

-i(Pi(*i,* 3 ) v P 0 (x 2 )); (3x 0 )(3x 2 )(P 1 (x 1 , Xj) v -i(3 x 0 )(P 0 (x 0 , x t ) v 
v (-J» 5 (* 5 ))). 

Voorbeelden van (afgekorte) formules: 

(V*o)[Po(Xo,Xi)-»P 2 (Xo)] v ( 3x i)[ p i( x i) A 1 p 2(^l)]> 

(V*o)(3*i)tf\>(*o» * 1 ) -» Pi^J] -> (axJPoC*!, xj. 

We zeggen dat de kwantor 3 in (3x) de variabele x bindt in de 
formule; x heet dan een gebonden variabele. Als x niet door een kwan¬ 
tor gebonden wordt, dan heet x een vrije variabele. 

De mogelijkheid bestaat dat een variabele zowel gebonden als vrij 
in een formule voorkomt. Voorbeeld: A(x) a (Vx)P(x, y). Dit is soms 
hinderlijk, maar op het ogenblik loont het niet de moeite om het te 
verbieden (tolerantie van de luiheid). 

Merk op dat in (3x)^4 x helemaal niet in A hoeft voor te komen. In 
dat geval verandert de kwantor niets aan de betekenis. Denk aan 
zinnetjes als: 

(1) Er is een getal x zodat 2 + 2 = 4. 

(2) Er is een man met de eigenschap dat populieren hoge bomen zijn. 

(3) Voor alle natuurlijke getallen x geldt dat 11 een priemgetal is. 

Laten we (1) nader bezien: (1) is waar als we een getal x kunnen 

vinden en bovendien de waarheid van 2 + 2 = 4 inzien. Het is echter 
duidelijk dat we net zoveel getallen x kunnen zoeken als we willen, het 
zal geen enkele invloed hebben op de waarheid van 2 + 2 = 4. Hebben 
we echter eenmaal de waarheid van 2 + 2 = 4 vastgesteld, dan voldoet 
ieder getal x, neem bijvoorbeeld 396. We komen dus tot de conclusie 
dat (3x)(2 + 2 = 4) dan en slechts dan geldt als 2 + 2 = 4 waar is. De 
kwantoren die geen vrije variabelen binden doen derhalve voor spek 
en bonen mee. In het algemeen geldt (voorlopig intuïtief) 

(3x)P P als x niet vrij in P is. 

(Vx)P«->P idem. 

Uit hoffelijkheid tegenover de lezer schrijven we vaak A(x) om aan 
te geven dat het bij A om de variabele x gaat. Het is een onschul¬ 
dige, slordige traditie, vergelijkbaar met de (niet altijd onschuldige) 
slordigheid waarmee men vroeger sprak van ‘de functie /(x)’ in 
plaats van ‘de functie ƒ \ Let wel: de schrijfwijze A(x) houdt niet 
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in dat x inderdaad voorkomt in A. N.B. A en A (x) behoren tot de me¬ 
tataal! 

Tot slot nog een definitie: een formule zonder vrije variabelen heet 
een gesloten formule of zin. 
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16 Stellingen en bewijzen 


We geven weer axioma’s en afleidingsregels aan. De verzameling 
axioma’s bestaat uit alle formules van de gedaante -i A v A of 
A(t) -* Qix)A(x) waar t een constante of een vrije variabele is. 

De afleidingsregels zijn: 

A 

I - 

B v A 


A 

m A v (2? v C) 

(A v B) v C 

(A v B) v C 

IV ---- 

A v (B v C) 

v A v B, —iA v C 

B v C 


VI 


.4(x) -► £ 
(3xM(x) -*■ £ 


als x niet vrij in B voorkomt. 


Merk op dat het axiomaschema van de propositielogica ook tot de 
predicatenlogica behoort. Bovendien zijn alle afleidingsregels op één 
na dezelfde als die van de propositielogica. Dientengevolge zijn alle 
bewijzen in de propositielogica tevens bewijzen in de predicatenlogica. 
Dat betekent dat we alle resultaten van vroeger zonder meer kunnen 
overnemen. 

Afleidingsregel VI zorgt ervoor dat de grotere rijkdom van de 
predicatenlogica (bezit van variabelen, kwantoren, enz.) benut kan 
worden. 

De definitie van bewijs kunnen we zonder meer van blz. 29 over¬ 
nemen. 

We laten nu een voorbeeld volgen van een predicatenlogisch bewijs: 
(1) A(x) 1 (hypothese) 

-i (B v -i B) v A(x) 2 (uit 1 met I) 

(B v -T B) -*• A(x) 3 (uit 2 volgens afspraak) 
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~i A(x) -> -i (B v -i B) 4 (uit 3 met (3) blz. xx) 

(3x)(-i^4(x)) -» ~i(B v ~iB) 5 (uit 4 met VI) 

-i(3x)(-iy4(x)) v -i(B v “i B) 6 (uit 5 volgens afspraak) 

-n(B v “i B) v (Vx)A(x) 1 (uit 6 volgens afspraak) 

B v “ 1 B 8 (axioma) 

(B v “i B) -> (Vx)A (x) 9 (uit 7 volgens afspraak) 

(Vx)A(x) 10 (uit 8 en 9 met modus ponens, 

zie blz. 26 (7)) 

Merk op dat we de commutatieve eigenschap van de disjunctie steeds 
stilzwijgend toegepast hebben. Wie gewetensbezwaren voelt kan ge¬ 
makkelijk het bewijs corrigeren. Het resultaat is A(x) h (Vx)A(x), de 
z.g. regel van de generalisatie. 

Deze regel doet wat wonderlijk aan omdat de intuïtieve inter¬ 
pretatie van linker- en rechterlid hetzelfde is (in de semantiek, hier¬ 
onder, wordt de interpretatie gepreciseerd). We hebben echter zo’n 
regel nodig om van vrije op gebonden variabelen over te kunnen gaan. 

Waarschuwing: A(x) -► (Vx)^(x) geldt niet algemeen, i.h.b. geldt in de 
predicatenlogica dus het deductietheorema (zie blz. 27) niet algemeen. 
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17 Semantiek van de predicatenlogica 


Omdat het interpreteren van formules van de predicatenlogica wat 
meer techniek eist dan louter rekenen met waarheidstafels zullen we 
eerst een voorbeeld analyseren. Vooraf echter een waarschuwing aan 
en bemoediging voor de nieuwkomer op dit gebied. De waarheids- 
definities zijn in de predicatenlogica aanzienlijk ingewikkelder dan 
in de propositielogica. De grondgedachte is echter uiterst simpel: een 
zin is waar (onder zekere omstandigheden) als zij de stand van zaken 
correct beschrijft. Zo zeggen we dat de zin ‘het sneeuwt nu’ waar is als het 
inderdaad nu sneeuwt. De wiskundige praktijk verschilt hiervan niet 
wezenlijk: (Vx)(x + 0 = x) is waar voor de gehele getallen als ieder 
getal vermeerderd met nul zichzelf oplevert. Omdat we in de predi¬ 
catenlogica met een kunsttaal te maken hebben die geen vaagheden 
toelaat, kunnen we echter in dit geval exact definiëren wat waarheid is. 
Het is een internationaal gebruik om gothische hoofdletters te ge¬ 
bruiken bij de semantiek van de predicatenlogica. Wij sluiten ons 
hierbij aan hoewel zulke letters argeloze lezers schrik aanjagen. Men 
kan echter gerust zijn, we zullen maar een paar letters gebruiken. 
Achterin is een lijst van gotische druk- en schrijfletters aangebracht. 

We beschouwen de verzameling R der rationale getallen, d.w.z. de 
verzameling van alle getallen pjq met p en q geheel en q # 0. Bovendien 
beschouwen we de ordeningsrelatie —<— en de gelijkheidsrelatie 
—=— op de rationale getallen. 

Een verzameling met een of meer relaties noemen we een structuur* 
en structuren geven we aan met gotische hoofdletters. Hier hebben we 
te maken met de structuur 9ï, d.i. het (geordende) drietal ( R , =, <)* *. 
Door te zeggen dat R een drietal is bedoelen we niets meer of minder 
dan dat de verzameling plus de beide genoemde relaties beschouwd 
wordt: het paar (R, =) is dus niet hetzelfde als 9t! R heet het uni¬ 
versum van 91. 

• Strikt genomen kunnen we ook structuren toelaten waarbij de verzameling 
relaties leeg is, d.w.z. zo’n structuur is gewoon een verzameling die zich deftig 
voordoet. 

• * Paren, drietallen, enz. geven we aan met ronde haakjes; (5,2), (-1, -1,7) enz. In 
vele boeken vindt men de notatie met puntige haken: <5,2>, <-l, -1,7). 
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Naast 9Ï beschouwen we een predicatenlogische taal T die bij 
91 past: 

Er zijn twee binaire predicaatsymbolen G en K (gelijk en kleiner), 
er zijn geen constanten. Laten we een paar formules van T opschrijven: 
G(x o, \G(x o, Xq ) v K(x 0 , X 2 )] —* G(x x , X 3 ), 

(VxoXlxJKixo, x x \ 

(VxoXVxJlGixo, x x ) -> G(x u x 0 )]. 

Nu hebben we beide aspecten van deze logica aangegeven: enerzijds 
het formele, betekenisloze stelsel van symbolische formules (het syn¬ 
tactische aspect), anderzijds een structuur in de werkelijkheid, d.w.z. 
een echte verzameling, met elementen die in bepaalde relatie tot elkaar 
kunnen staan. De taak van de semantiek is het verband tussen beide 
aspecten te leggen. 

Hoe interpreteren we de formule G(x 0 , x t ) in 9t? Zoals al eerder 
betoogd is kunnen we daar niets over zeggen zolang we niet weten wat 
met x 0 en x x bedoeld wordt, anders gezegd: hoe x 0 en x 1 geïnterpre¬ 
teerd worden. Welnu, dan beginnen we met de interpretatie van de 
variabelen aan te geven, d.w.z. aan de variabelen kennen we de waar¬ 
den in R toe (in de gemoedelijke, niet strenge wiskunde zegt men: de 
variabelen nemen waarden in R aan, of: de variabelen doorlopen R; 
wees gewaarschuwd: variabelen zijn symbolen en géén rationale ge¬ 
tallen, lopende symbolen moeten wel heel vreemde voetgangers zijn). 

Definitie : een bedeling is een afbeelding s die aan iedere variabele 
een rationaal getal toevoegt. 

Voorbeeld: a.s(x i ) = i definieert een bedeling s die aan iedere 

(-1V* 

variabele x t het getal i toevoegt; b. s'(x t ) = - definieert een 

i+ 1 

bedeling s' die aan de variabelen achtereenvolgens toevoegt 1 , —i,h 

~~hh ••• 

Nu kunnen we de zinvolle vraag stellen: hoe wordt G(x 0 , x x ) ge¬ 
ïnterpreteerd onder een bedeling sl Het antwoord luidt: G(x 0 , x x ) is 
waar in 9ï onder s , als de interpretaties van x 0 en x x onder de bedeling 
s gelijk zijn, en anders onwaar. 

Voorbeeld : Zij s x gedefinieerd door ^(.Xi) = i en door s 2 (x = 2\ 
voor alle/, dan is: 

G(x 0 , x x ) onwaar in 9$ onder s u want 1 # 2, 

G(x 0 , x x ) waar in 9 ï onder s 2 , want 2\ = 2\ 


54 



We voeren de notatie Si, s t= A in voor A is waar in 91 onder de bedeling 
s . 

Nu volgt de formele waarheidsdefinitie, die gegeven wordt met 
inductie naar de opbouw van de formule. Definitie : 

1. 91, s 1= G(x t , Xj ) als s(x t ) = s(xj) 

2 . Si, s t= K(x t , Xj ) als s^x*) < s(xj) 

3. 91, s 1 = A v B als Si, s 1 = A of 

Si, s 1 = 2 ? geldt 

4. Si, s t= - iA als Si, s A niet geldt 

5. Si, s (3Xi)A(Xi) als er een reR is zodat Si, s(i/r ) \= A(x t ) 

Het laatste deel van de definitie behoeft enige toelichting: hoe inter¬ 
preteren we (3 x 0 )K(x 0 , x x ) onder de bedeling s t (zoals hierboven ge¬ 
definieerd)? 

De formule heeft één vrije variabele, nl. x u en de interpretatie van 
deze variabele is gegeven door s ± . De voor de hand liggende inter¬ 
pretatie is nu: (3x 0 )K(x 0 , x x ) is waar in Si onder s t als er een rationaal 
getal r is zodat r < 1. We zoeken dus een rationaal getal r als inter¬ 
pretatie van de variabele die door de existentie kwantor gebonden 
wordt, anders gezegd: 3t, ^ N (3 x 0 )K(x 0 , x x ) geldt als er een andere 
bedeling, zeg s ', bestaat die hetzelfde is als s uitgezonderd voor x 0 
(daar mag een andere waarde aan toegevoegd worden), die K(x 0 , x x ) 
waar maakt. 

Voor het gemak schrijven we voor de bedeling s', gedefinieerd door 
s'(x t ) = s(x t ) als ïV 0 en .s'(xo) = r -> s (®l r ) (d.w.z. het is de oude s op de 
waarde in x 0 na, daar is de functiewaarde r). 

Si, Si 1 = (3 Xq)K(x 0 , Xi) betekent dus ‘er is een r zodat Si, ^(O/r) 1 = 
N K(x 0 , x t y en dat betekent: ‘er is een r zodat r < sfai) d.w.z. er is 
een r zodat r < 1 \ 

Zo’n r is er inderdaad (neem maar r = 0), derhalve geldt 

91,5! N(3xo)K(x 0 , 

Voorbeelden: 

9ï, N K(x 0 , Xt) v G(x 0 , —0 <1 of 0 = 1 (0 1) 

9t, 1= -i(3 x 0 )K(x 0 , x 0 ) —er is geen r zodat r < r 

9i, 5 j \= K(x 0 , v K(x u x 0 )—0 <1 of 1 < 0. 

De interpretatie van de overige voegtekens volgt uit hun definitie. 
Laten we een paar gevallen nagaan. Voor het gemak voeren we de 
dubbele pijl in als afkorting voor de implicatie in de metataal. 


55 




6 ABC is gelijkzijdig => ABC is gelijkbenig’ is dus een niet gefor¬ 
maliseerde uitspraak, maar behoort tot de normale alledaagse wis¬ 
kunde. 

[1 staat loodrecht op a<^>l staat loodrecht op 2 snijdende rechten 
in oc] is een afkorting voor ‘1 staat loodrecht op a dan en slechts dan 
als 1 loodrecht op twee snijdende rechten in a staat’. 

Beschouw nu achtereenvolgens de conjunctie 
91, s\= A a B o 9t, |= — 1 (—1^4 v ~iB) 
o niet [dt, sè-iA v -iB] 

<=> 9Ï, s 1= A of 91, s N B is niet waar 
o niet [9£, s N -iA] en niet [9ï, s 1= -iB] 
o %s\^A en 9t,^NB 

Merk op dat we bij de overgang naar de laatste regel gebruikmaakten 
van het feit dat öf 9Ï, s N A, öf 9ï, s \= —i .A geldt. Dit berust op de 
veronderstelling dat in de werkelijkheid, d.w.z. in dit geval in de 
verzameling der rationale getallen, het principe van de uitgesloten 
derde geldt, immers 9i, s\=-}A betekent ‘9ï, s^A geldt niet’. 
Notatie: voor ‘9t, s 1= A geldt niet’ schrijven we voortaan 9ï, s N A. 

De implicatie 

91, sï=A Bo9t,v B 

o9£, s\=-\A of 9t,,sNB 
o 9 l,s\£A of 9Ï, sNB 
^>9ï, sN.4 => 9t, s\=B 

De rechtvaardiging van de laatste stap is al gegeven op blz. 19. 

De universele kwantificatie 

9ï,^N (Vx 0 )y4(x 0 ) o 9i, s N “-i(3x 0 )“i^4(x 0 ) 

<=> 91, s N (3x 0 )-i^(x 0 ) 
o er is geen r zodat 91, s(0/r) N -iA(x 0 ) 
o voor alle r geldt 9t, s(0/r) N ~\A(x 0 ) 
maar 9t, s(0/r) N -i A(x 0 ) o 9i, s(0/r) N A(x 0 ) dus 

o voor alle r geldt 9i, s(0/r) t=A(x 0 ). 

Het blijkt dat de interpretaties van de logische voegtekens precies zijn 
wat we, intuïtief, verwachten. En dat is maar goed ook, anders zou de 
logica geen betrouwbare hulp zijn bij het redeneren. 

Laten we nu enkele formules op hun waarheid onderzoeken. 
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Si, s 1= (Vx 0 )G(x 0 , x 0 ) o voor alle r Si, s(0/r) t= G(x 0 , x 0 ) 

o voor alle r geldt r = r. Dit is waar. 

$ï,s\= (Vx 0 )(V^ 1 )(a x 2 )[K(x 0 , x 2 ) a K(x 2 , Xi)] 
o voor alle r 91, ^(0/r)t=(Vx 1 )(3x 2 )[(x 0 , x 2 ) a J£(x 2 , x^] 
o voor alle r en r' 9i, s(0/r , 1/r') ë(3x 2 )[K(x 0 , x 2 ) a K(x 2 , x^] 

o voor alle r en r' is er een r" zodat 9t, s(0/r, 1/r', 2/r") t= 

1= [K(x 0 , x 2 ) a K(x 2 , x x )] 
o voor alle r en r' is er een r" zodat 

Si, s(0/r 9 1/r', 2/r")t=K(x 0 ,x 2 ) en Si, s(0/r, 1/r',2/r")t=I£(x 2 ,xj 
o voor alle r en r' is er een r" zodat r < r" en r" < r' 

o voor alle r en r' is er een r" zodat r < r" < r' 

Dit laatste is onwaar, zoals we kunnen inzien door r en r' gelijk aan 0 
te kiezen. 

$l,s\= (Vx 0 )(Vx 1 )(3x 2 )[ j K(x 0 , xO -> (X(x 0 , x 2 ) a K(x 2 , x^)] 

We geven nu de interpretatie direct (wie het niet meteen ziet moet 
het maar even narekenen). 

<=> voor alle r en r' is er een r" zodat r < r' => r < r" < r'. 

Deze bewering is juist; tussen twee verschillende rationale getallen 
ligt immers nog een rationaal getal (en nog veel meer natuurlijk). 

Si, 51= (Vx 0 )(Vx 1 )[G(x 0 , x t ) v K(x 0 ,x ± ) v K(x u x 0 )] 
o voor alle r en r' geldt r = r' of r < r' of r' < r. waar. 

Interpreteer zelf: 

(Vx 0 )(Vx 1 )[-iG(x 0 , x t ) -> (JK(x 0 , x t ) v K(x±, x 0 ))]; 

(3x 0 )(Vx 1 )G(x 0 ,x 1 ); 

(Vx 0 )(Vx 1 )(Vx 2 )[(K(x 0 , x ± ) a X(x l5 x 2 )) -> K(x 0 , x 2 )] 

Het zal de lezer opgevallen zijn dat in de laatste voorbeelden de bede¬ 
ling helemaal geen rol speelde. De waarheid was onafhankelijk van s. 
De verklaring is eenvoudig te geven: bij een bedeling wordt aan vrije 
variabelen iets toegevoegd en deze waarden s(x t ) komen voor in de 
interpretatie. Als er dus geen vrije variabelen in de formule voorkomen 
is er ook geen gelegenheid voor s om een rol te spelen. De formules 
zonder vrije variabelen (d.w.z. de zinnen ) hebben dus een waarheids - 
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waarde zonder meer in 9t. Omdat de s irrelevant is voor de inter¬ 
pretatie van een zin A (immers öf A is waar voor geen enkele bedeling, 
of voor alle bedelingen) schrijven we ook wel t= A, spreek uit A is 
waar in 9Ï. 

We kunnen nog een stap verder gaan: sommige zinnen zijn waar, 
niet alleen in 9£ maar in alle structuren met binaire relaties. Zulke 
zinnen A noemen we waar en we schrijven I =A. Voorbeelden van 
ware zinnen zijn: 

(Vx 0 )(K(x 0 , x 0 ) v -iK(x 0 , x 0 )) 

(Vxo)(Vxi)G(xo, x±) —> (3xo)(3x^)G(xo, 

(3x i )G(x 1 , x t ) ++ ( 3x 2 )G(x 2 , x 2 ) 

We moeten nog wijzen op een merkwaardigheid van de structuur 
en de bijbehorende taal T. Omdat er geen constantesymbolen in T zijn 
kunnen we niet naar individuele rationale getallen verwijzen. De 
constantesymbolen fungeren als de namen van zekere rationale ge¬ 
tallen. Deze namen ontbreken in T, daarom kunnen we een zin als 
‘er is een rationaal getal tussen 0 en 1’ niet in T formuleren. In sommige 
theorieën zijn we zo gelukkig dat bepaalde elementen eenduidig be¬ 
schreven kunnen worden, zoals bijvoorbeeld ‘het element dat bij 
zichzelf opgeteld zichzelf levert’, in dat geval kan men het gebruik van 
namen voor die elementen omzeilen en toch naar hen verwijzen. In het 
algemeen mag men niet op zo’n meevallertje rekenen. 

Strikt genomen is er niets op tegen om constantesymbolen in te 
voeren voor alle rationale getallen. Er zijn aftelbaar veel rationale 
getallen (zie Verzamelingen van Vredenduin, blz. 56, 57) en we kunnen 
ze (effectief) één voor één opnoemen en dus één voor één hun namen 
opschrijven (of laten opschrijven door een computer). Daarmee wordt 
dan bereikt dat alle elementen van het universum een naam hebben. 
Hetzelfde kunstje kan men echter niet toepassen als het over alle reële 
getallen gaat. Zoals bekend (Vredenduin blz. 58, 59) zijn de reële ge¬ 
tallen over aftelbaar, i.h.b. kunnen we ze niet door een machine één 
voor één van een naam laten voorzien. Als we alle reële getallen een 
naam zouden willen geven dan moeten we noodzakelijkerwijs een taal 
met overaftelbaar veel symbolen beschouwen. Hoewel dat wiskundig 
geen moeilijkheden oplevert zullen we hier niet zover gaan omdat de 
resulterende taal niet erg realistisch is. 

Het is misschien goed nog even stil te staan bij dit probleem van de 
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taal. Onze omgangstaal kent een eindig alfabet en (volgens Van Dale’s 
Groot woordenboek) eindig veel woorden. Op basis daarvan worden 
zinnen geconstrueerd. 

Een taalgebruiker zal, hoe lang hij ook leeft, slechts eindig veel 
zinnen kunnen neerschrijven. In een vorm van extreem realisme zou 
men kunnen verdedigen dat door praktische beperkingen slechts 
eindig veel zinnen vervaardigd kunnen worden. Het kost ons echter 
geen enkele moeite om een abstracte procedure aan te geven ter ver¬ 
vaardiging van steeds langere zinnen. Hier is er een: 

1. Jan spreekt, 

2. Piet weet dat Jan spreekt, 

3. Jan weet dat Piet weet dat Jan spreekt, 

4. Piet weet dat Jan weet dat Piet weet dat Jan spreekt, etc. 

In principe is hiermee een oneindige verzameling aangegeven. 
Mocht iemand beweren dat er 20.793 van die zinnen zijn, dan kan men 
direct de 20.794e zin opschrijven. De verzameling kan dus niet eindig 
zijn. 

Uit het voorgaande blijkt dat van wiskundig standpunt bezien zelfs 
de omgangstaal oneindig is. De kunsttalen van de propositielogica en 
de predicatenlogica zijn vanzelfsprekend oneindig. 
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18 Nogmaals de syntax 


De syntax van blz. 48 was van een zeer eenvoudige soort, er waren 
alleen predicaten en constanten, buiten de onontbeerlijke variabelen. 
Weliswaar kan men daarmee volstaan om predicatenlogica te be¬ 
drijven, in vele gevallen echter worden zelfs heel eenvoudige bewerin¬ 
gen omslachtig en onoverzichtelijk. We gaan nu de syntax een beetje 
moeilijker maken om de theorie te vereenvoudigen. Men heeft name¬ 
lijk in de wiskunde behalve met relaties ook te maken met operaties , 
denk aan optelling, vermenigvuldiging, deling, logaritme, sinus enz. 
Nu kan men operaties behandelen m.b.v. relaties, i.p.v. 2 + 3 = 5 kan 
men zeggen ‘2, 3 en 5 verkeren in de som-relatie’; de formuleringen 
worden dan echter wel erg onhandig. Het verdient de voorkeur speciale 
symbolen voor functies in te voeren. 

Om te beginnen moet men voor de som-relatie S postuleren dat bij 
iedeie x en y precies één z bestaat met S(x,y , z). In de syntax van 
blz. 48 drukt men dat als volgt uit: 

(Vx)(Vj)(3z)(S(x, j, z) a (Vw)(S(x, y, w) - w = z)) 

Het lastigste is het werken met herhaalde bewerkingen. Zo luidt de 
formulering van (x + y) + z = w in de eenvoudige taal: (3 u)(S(x,y 9 ü) a 
a S(u, z, w)), men kan zich voorstellen dat de formules nogal snel 
onoverzichtelijk worden. In principe is het dus wel degelijk mogelijk 
om alleen met predicaatsymbolen te werken, het zijn praktische over¬ 
wegingen die hier tot de invoering van functiesymbolen geleid hebben. 

We geven nu opnieuw de regels voor de opbouw van een (rijkere) 


taal voor de predicatenlogica. 

Alfabet: 

1. Predicaatsymbolen: 

^05 Pu ^2? • • • 

2. Functiesymbolen: 

F 09 F l9 F 2 ,... 

3. Constante symbolen: 

Co, C l9 C 2, • • • 

4. Variabelen: 

•*'15 •*'2? ^3, 

5. Voegtekens: 

< 

J 

LU 

6. Hulpsymbolen: 

’>(>) 


Bij 1, 2 en 3 laten we ons er niet over uit hoeveel symbolen er zijn. 
Wel veronderstellen we dat er oneindig veel variabelen zijn. 

Alvorens formules te definiëren moeten we een nieuwe klasse van 
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taalkundige objecten invoeren en wel die dingen die men krijgt door 
herhaalde malen functies toe te passen. Als illustratie: in de theorie 
van de reële getallen heeft men niet alleen te maken met de constanten 
en variabelen, maar ook met uitdrukkingen als sin x, log (cos n/7 — 
- log nx ), cos 2 (x + 1) + 3*. Deze uitdrukkingen noemen we termen. 
Men definieert de verzameling termen inductief als volgt: 

1. iedere variabele x t is een term 

2. iedere constante Cj is een term 

3. als t l9 ..., t k termen zijn en F is een functiesymbool met k open 
plaatsen* dan is F(t l9 .. t k ) een term 

4 . niets is een term tenzij op grond van 1,2 en 3. 

Ruw gezegd: termen verkrijgt men door uit te gaan van constanten 
en variabelen en vervolgens herhaalde substitutie in functies toe te 
passen. Voorbeelden: 
fif^Oo), 1. F 0 (c 2 )));F 2 (F 3 (c 0 , c 3 )). 

De definitie van formules verloopt nu als te voren: 

1. Als P een predicaat symbool is met p open plaatsen, en t l9 ..., t p 
termen zijn, dan is P(t u ..., t p ) een formule (een z.g. atoom). 

2. Als A en B formules zijn dan is (A v B) een formule. 

3. Als A een formule is, dan is (-1.4) ook een formule. 

4 . Als A een formule is en x een variabele, dan is (3x)A ook een 
formule. 

5. Niets is een formule tenzij op grond van 1 t/m 4. 

Parallel aan de invoering van deze algemenere taal vindt de definitie 
van een algemener soort structuur plaats. Een structuur % is een ge¬ 
ordende rij ( A , jR 0 , R l9 ...,/o,/i,..., a 0 , a i9 ...) waarin A een niet-lege 
verzameling is, R 0 , R l9 ... relaties zijn, / 0 , f l9 ..., functies zijn en 
Oq, a i9 ... elementen van A (z.g. constanten). 

We laten ons weer niet uit over de aantallen relaties, functies of 
constanten; alles is toegestaan; eindige aantallen, oneindige collecties, 
ze mogen zelfs ontbreken. 

Bij een structuur hoort een taal waarin voor iedere relatie, functie, 
constante een apart relatiesymbool, functiesymbool, constantesymbool 
is. 


• Met een functie symbool F met k open plaatsen, wordt bedoeld dat F{t u ..., tp) 
alleen zinvol is alsp = k. Bv.: sin(;c, x 2 ) is zinloos, evenals x +. 
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Beschouwen we als voorbeeld de structuur (5} der gehele getallen met 
gelijkheids- en ordeningsrelatie en als functies de optelling, vermenig¬ 
vuldiging, tegengestelde en als constanten 0 en 1. 

© = (G, =, <, +, •, -,0,1) 

Volgens onze termnotatie moeten we +(g u g 2 ) schrijven voor de som 
van g t en g 2 , we zullen echter gewoon de oude notatie aanhouden om¬ 
dat die zo vertrouwd is. Misverstanden zijn toch uitgesloten. Eveneens 
schrijven we g 2 =g 2 (resp. gi<g 2 ) inplaats van = (gi,gi) (resp. 
<(Sl,g2))- 

De taal die bij ® hoort bevat de predicaat symbolen G, K (voor 
gelijk en kleiner dan), de functie symbolen P, M, m (voor plus, maal 
en min) en de constanten c 0 en c 1 (voor 0 en 1). Om de arbeid te ver¬ 
zachten passen we de taal geheel aan bij de structuur. We schrijven 
brutaalweg t 2 = t 2 voor G(t u t 2 ); t l < t 2 voor K(t u t 2 ); t x + t 2 voor 
P(t u t 2 )\ tpt 2 voor M(t t , t 2 ); —t 1 voormeen0,1 voorc 0 , c v 
De lezer moet nu wel in het oog houden wat bedoeld wordt met 
+ , -, 0, 1 enz. maar nu we zover gevorderd zijn zal hij zonder 
moeite objecttaal en metataal uit elkaar kunnen houden. Desgewenst 
kan men taal en metataal onderscheiden door een kleurtje te gebrui¬ 
ken. 

We laten nu enkele voorbeelden van termen volgen: (1 + x 0 ) + x t ; 
0(x 2 + (—^i)) + 1; (0 + 0) + 0, —(— 1 + (— 1 — 1)) 

Ook enkele formules :(1 + 1 =x 1 );(0.x 3 < -1); (Vx 0 )(x 0 + 0 = x 0 ); 

(3xj)(Xo + Xj = 0); (VxjXxj < 0—»Xj + 1 < 1). 
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19 Nogmaals de semantiek 


We moeten opnieuw aangeven hoe structuur en taal door middel van 
interpretatie samenhangen. Het is weer hetzelfde liedje: formules 
betekenen wat zij intuïtief horen te betekenen. Er is een complicatie, 
er zijn nu termen die ook geïnterpreteerd moeten worden. De ruwe 
handleiding voor het interpreteren van termen en formules in een 
structuur 2t onder een bedeling s is: vul voor de variabelen in wat s 
voorschrijft, neem voor de predicaatsymbolen, functiesymbolen en 
constante symbolen de overeenkomstige relaties, functies en constante 
—en kijk of alles klopt. 

Nu preciezer: 

(a) de interpretatie van een term t in 21 onder de bedeling s. Notatie: 

<'| 2 U> 

1- (x t | 21, s ) = s(x t ) 

2. (cj\%s) = aj 

3. (F k (t u ..., t p ) | 21, s> =f k ((t 1 1 21, j>, ..., (t p | 21, i». Deze norse de- 
finitie zegt juist dat 

1. de interpretatie van x t is s(x^ 

2. de interpretatie van Cj is a } 

3. de interpretatie van F k (t u ..., t p ) vinden we door eerst de inter¬ 
pretaties van t u uit te rekenen en vervolgens in f k te substitueren. 

De waarheidsdefinitie kunnen we wat 3, 4 en 5 betreft overnemen 
van blz. xx. Alleen het atomaire geval moet opnieuw beschouwd wor¬ 
den: 

1. 21, s t= P£t u .. 4 ) als <4 | 21, s>, < t 2 | 21, s>,..., <4 | 21, 5 ) zich in de 
relatie R t bevinden. 

Dit alles is rijkelijk abstract. Laten we onmiddellijk terugkeren tot 
de structuur van de gehele getallen. Zij s gedefinieerd door s(x t ) = 2i. 
(1) @, s 1= (3x 0 )(x 0 + x k - x 2 ) 
o er is een g zodat @, s(0/g) 1= x 0 + x k = x 2 
schrijf s' voor s(0/g). 

o er is een g zodat (x 0 + x t | &, s') = (x 2 | &, s') 
o er is een g zodat (x 0 1 s') + (x k | ©, s ') = (x 2 1 ©, 5 ') 

o er is een g zodat s'(*o) + s'( x i) = s'(x 2 ) 
o er is een g zodat g + 2 = 4. 
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Van de laatste regel is de juistheid direct in te zien, kies immers 

g = 2. 

Hiermee is aangetoond dat ©, s 1= (3x 0 )(x 0 + x x = x 2 ) juist is. 

(2) s t= (Vx 0 )(x 0 < x 0 + 1) 

o voor alle g ©, s(0/g) 1= x 0 < x 0 — 1 
O voor alle g <x 0 \ ©, s(0/g)> < <x 0 + 11 ©, s(0/g)> 
o voor alle g g < <x 0 | ©, s(0/g)) + <1 | ©, s(0/g)> 
o voor alle g g < g + 1 
Dit laatste is waar. 

Opmerking: omdat (Vx 0 )(x 0 < x 0 +1) een zin is geldt dus dat 
© 1= (Vx 0 )(x 0 < *o + 1) 

(3) ©,sl= (Vx 0 )(Vx 1 )(3x 2 )(x 0 x 2 = xj 

o voor alleg 0 eng! is er een g 2 zodat g 0 g 2 = gi (geef zelf de herleiding). 

Deze zin is onjuist, kies nl. g 0 = 0, g t = 1, dan geldt 0g 2 # 1 voor 
alleg 2 . 

opgave 9: schrijf zelf uit 

(i) @,5t= (Vx 0 )[(3x,,)(x 0 = 2 X] ) v (3x 2 )(x 0 = 2x 2 + 1)] 

(ii) ©, s 1= (3x 0 )(x 4 + 1 = x 2 0 ) 

Opmerking: x 2 0 = x 0 x 0 (per definitie). 
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20 Nogmaals stellingen en bewijzen 


De axioma’s en afleidingsregels nemen we over van blz. 51, met uit¬ 
zondering van het schema A(t ) -> (3x)A(x). 

Om te beginnen moeten wij onder t nu een term verstaan. Helaas is 
het axioma nu onjuist, zoals het volgende voorbeeld aantoont: 
beschouw de formule (Vx 0 )(x 0 < t), met t = x 0 + 1 
Volgens het axioma krijgen we 
(Vx 0 )(*o < *o + !) -► (3xi)(Vxo)(*o < *i) 

Interpreteren we nu deze formule in @: 

®,S 1= (yX 0 )(x o < X 0 + 1) “► 

o [voor alle ^g<g+l=>eris een g' zodat voor alle g" geldt g' < g''] 

Het linkerlid is juist en het rechterlid beweert dat er een geheel getal 
is, groter dan alle gehele getallen: een krasse onwaarheid. De impli¬ 
catie als geheel is dus onjuist. Het onheil is kennelijk gesticht door de 
al-kwantor, was die er niet geweest dan hadden we met de formule 
Xq < Xq 1 (BjqXxo < *i) te maken, een formule die voor elke 
bedeling juist is. 

We ‘redden’ het axioma met de volgende verbodsbepaling: geen 
variabele in de term t mag in de formule A(t) door een kwantor ge¬ 
bonden worden. De rechtvaardiging van dit verbod bestaat uit een ver¬ 
velend rekenbewijs dat voor alle structuren 21 en bedeling s 
21, s \= A(t) -> (3*X4(X) geldt, onder voorbehoud dat aan de verbods¬ 
bepaling gehoorzaamd wordt. 

Uit 1— \A(t) -+ (3x)“i^4(x) voor een passende term t volgt m.b.v. 
de contrapositie direct 

h (Vjc )A(x)-> A(t) (mits de verbodsbepaling geëerbiedigd wordt). 

Dit zou men de regel van de particularisatie kunnen noemen: als 
iets altijd waar is, dan is het ook waar in een bijzonder geval. (Alle 
mensen zijn sterfelijk => Socrates is sterfelijk.) 

In het voorgaande hebben we waarheid (in het algemeen of in een 
gegeven structuur) alleen gedefinieerd voor gesloten formules (zinnen) 
omdat de vrije variabelen een afhankelijkheid van de bedeling in¬ 
hielden. Op syntactisch niveau is er geen enkele reden om te discrimi¬ 
neren tussen zinnen en formules met vrije variabelen: beide soorten 
kunnen onder de stellingen voorkomen. 
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We kunnen echter een verband leggen tussen een formule en zijn 
z.g. afsluiting. De afsluiting $i{P) van P verkrijgt men door achter¬ 
eenvolgens alle vrije variabelen in P door een al-kwantor te binden. 
Voorbeeld: 

stf(x 0 + x 0 = 0 v (BXiX*! # *o a x 0 + X x = 0)) = 

(Vx 0 )(x 0 + x 0 = 0 v # x 0 a x 0 + x t = 0)) 

s/(x 0 + x 1 = x 1 + x 0 ) = (Vx 0 )(Vx^)[x 0 + x 1 = x t + x 0 ] 

Stelling : b P <=> b sé (P) 

Bewijs : het is voldoende om aan te tonen dat b A(x 0 ) o b (Vx 0 )Ax 0 ) 
geldt, de stelling volgt dan door herhaalde toepassing. 

a. Zij b A(x 0 ), wegens A(x 0 ) b (Vx 0 )A(x 0 ) (regel van de generalisatie, 
zie blz. xx) geldt ook b ( Vx 0 )A(x 0 ) 

b. Zij b (Vx 0 M(x 0 ). (Vx 0 )^4(x 0 ) -► A(x 0 ) is een correct geval van het 
nieuwe axioma (immers x 0 werd links gebonden door (Vx 0 ), rechts is 
x 0 dus vrij). 

Pas op deze twee stellingen de Modus Ponens (blz. 26) toe, dan 
volgt b A(x 0 ). 

We zullen verder het afleiden en wat daarbij hoort laten rusten en wat 
meer aandacht schenken aan wat algemene feiten. 

Bij de toepassing van de predicatenlogica zal men als regel behoefte 
hebben aan een symbool voor de gelijkheidsrelatie. Wanneer men echter 
het symbool ‘ = ’ in de taal opneemt zal men door toevoeging van 
geschikte axioma’s de gewenste eigenschappen moeten afdwingen. 
Wij laten hier de axioma's van de gelijkheid volgen: 

1 x = x 

2 x = y -+ y = x 

3 x=yAy = z->x = z 

4 x = y -> (A(x) <-> A(y )) 

5 x = y -> t(x) = t(y) 

waar x, y, z variabelen zijn, A is een formule en t is een term. 4 en 5 zijn 
dus axiomaschema’s (zie blz. 23). 

De gewenste substitutie-eigenschappen worden uitgedrukt in 4 en 5; 
bij substitutie van gelijke variabelen (of termen) verkrijgt men equiva¬ 
lente formules (resp. gelijke termen). 
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21 Eigenschappen van de predicatenlogica 


We spreken steeds van de predicatenlogica hoewel er een grote ver¬ 
scheidenheid van predicatenlogica’s is. Men kan nl. naar willekeur de 
verzamelingen predicaatsymbolen, functiesymbolen en constanten¬ 
symbolen variëren. In het algemeen hebben deze predicatenlogica’s 
echter dezelfde eigenschappen zodat we zullen volharden in het ver¬ 
wijzen naar ‘de’ predicatenlogica. Hieronder laten we enkele van de 
belangrijkste resultaten met betrekking tot de predicatenlogica volgen: 

1. De predicatenlogica is volledig. K. Gödel bewees in 1930 dat waar¬ 
heid en bewijsbaarheid voor de predicatenlogica samenvallen. In sym¬ 
bolische notatie: hA <=> I =A. 

Omdat waarheid betekent ‘waarheid in alle structuren’ kan men niet 
verwachten dat er een methode bestaat om de waarheid van een zin 
effectief vast te stellen. Inderdaad bewees A. Church in 1936 dat: 

2. De predicatenlogica is onbeslisbaar. In zekere zin is dit resultaat 
verheugend omdat de onmogelijkheid van een machine, die voor iedere 
zin de waarheid of onwaarheid beslist, inhoudt dat de menselijke 
inventiviteit niet overbodig zal worden. Het bovenstaande argument is 
niet zo erg sterk, zelfs al zou zo’n machine bestaan, dan zouden zijn 
berekeningen zo gecompliceerd zijn dat een slimme leerling de machine 
kan verslaan. 

In speciale gevallen bestaat er wèl een decisiemethode voor de afleid- 
baarheid (en dus waarheid) van zinnen. De bekendste voorbeelden zijn: 

3. De monadische predicatenlogica is beslisbaar. Onder monadische 
predicatenlogica verstaan we die predicatenlogica die alleen predicaat¬ 
symbolen met één open plaats bevat, en geen functie- of constanten¬ 
symbolen. Het bewijs werd in 1922 door Behmann gegeven. 

4. De elementaire algebra is beslisbaar , een resultaat van A. Tarski 
met een lange historie. Reeds in 1930 werd dit resultaat door Tarski 
gevonden, de publicatie zou in 1938 in Parijs plaatsvinden. Toen ver¬ 
hinderde echter de tweede wereldoorlog het verschijnen. Uiteindelijk 
werd in 1948 het werk in Amerika gepubliceerd. Enige toelichting is 
gewenst: met ‘elementaire algebra’ bedoelt Tarski geen eenvoudige of 
gemakkelijke algebra maar de algebra van de reële getallen zoals zij 
geformaliseerd kan worden in de predicatenlogica. 
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Voor een zinvolle beoefening van de predicatenlogica is de volgende 
stelling van belang: 

5. De predicatenlogica is consistent. Het bewijs kan gemakkelijk ge¬ 
schetst worden, desgewenst kan de lezer de details aanvullen. 

Voeg aan ieder atoom P i (t 1 ,..., t k ) het atoom p t van de propositie¬ 
logica toe; hierdoor wordt aan iedere formule A een formule A* van de 
propositielogica toegevoegd als we afspreken dat we de kwantoren 
gewoon weglaten. 

Door de definitie van bewijs toe te passen kan men gemakkelijk 
bewijzen dat h A (in de predicatenlogica) geldt als \-A* (in de pro¬ 
positielogica) geldt. Kunnen we nu in de predicatenlogica alle for¬ 
mules bewijzen, dan ook in de propositielogica. We hebben derhalve 
de consistentie van de predicatenlogica herleid tot die van de pro¬ 
positielogica en van de laatste is de consistentie reeds aangetoond. 

Opmerking: een andere (en meer gangbare) methode van consisten¬ 
tie bewijzen bestaat uit het aangeven van een interpretatie. Een inter¬ 
pretatie is nl. iets wat echt bestaat en waarin geen tegenspraken kun¬ 
nen gelden. 
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22 Formele theorieën 


Met behulp van de taal van de predicatenlogica kunnen we omvang¬ 
rijke stukken van de wiskunde formuleren en wat misschien nog 
belangrijker is, we kunnen kleine stukjes isoleren en apart bekijken. 
Laten we nagaan hoe deze methode werkt in een concreet geval. 
Laten we de theorie van de ordening beschouwen. Onze eerste opgave 
is het opstellen van een soort minimum verlanglijstje van eigenschap¬ 
pen. Onze aanschouwelijke inzichten over ordening kunnen ruwweg 
gekarakteriseerd worden door: alles kan keurig op een rij gezet wor¬ 
den, gerangschikt naar grootte 


ö 5 a 0 a x ö 4 a 2 a 3 
a 5 < a 0 < a x < a A < a 2 < a 3 enz. 

Welke eigenschappen worden als het fundamenteelst ervaren? Daarop 
is moeilijk precies te antwoorden, na langdurige ervaring hebben de 
wiskundigen de volgende eigenschappen voorgesteld: 

1. de ordening is transitief', d.w.z. als a < b en b < c, dan ook a<c. 

2. de ordening is irrejlexief, d.w.z. a < a geldt niet. 

3. de ordening is totaal (of lineair), d.w.z. voor elke a en b geldt 
a<boia = boïb<a (we zeggen dat alle elementen vergelijkbaar zijn). 

4. de ordening is asymmetrisch, d.w.z. als a < b dan geldt niet b <a. 
Opgave: leid 4 af uit 1 en 2. 

Nu de formalisering. We gebruiken een predicatenlogica met twee 
binaire predicaten ‘gelijk’ en ‘kleiner’. Verder geen constanten of 
functiesymbolen. Hier volgen de axioma’s van de theorie van de orde¬ 
ning: 

1. (Vx 0 )(V*i)(V* 2 )[(*o < x x a x x < x 2 ) -> x 0 < x 2 ] 

2. (Vx 0 )(-ix 0 < x 0 ) 

3. (Vx 0 )(Vx 1 )(x 0 < x x v x 0 = x x v x x < x 0 ) 

4. (Vx 0 )(x 0 = Xq) 

5. (VxqXVxjXxo = *1 -»• *1 = * 0 ) 

6. (Vx 0 )(Vxi)(Vx 2 )[(x 0 = x x a x x = x 2 ) -»■ x 0 = x 2 ] 

7. (VxoXfoiXV^XCKo = *1 a x 0 < * 2 ) -* (*1 < * 2 )] 



De axioma’s 1, 2 en 3 behandelen de ordening, 4, 5 en 6 behandelen 
de gelijkheid en 7 (ook 3) geeft het verband tussen beide relaties aan. 
Noem de verzameling axioma’s 1 t/m 7 ORD. Een structuur waarin alle 
axioma’s van de theorie waar zijn heet een model van de theorie ORD. 
De verzameling van alle zinnen A met de eigenschap ORD \-A heet de 
( formele ) theorie van de ordening. 

Hier zijn weer beide aspecten van taal en werkelijkheid aanwezig: de 
modellen behoren tot de werkelijkheid (semantiek) en de theorie be¬ 
hoort tot de taal (syntax). Een van de boeiende opgaven van de logica is 
het verkrijgen van inzicht in het ene aspect d.m.v. het andere. 

ORD heeft een overvloed van modellen. Enkele ervan zijn: de 
gehele getallen, de rationale getallen, de reële getallen, de getallen 
1 t/m 27, de verzameling die alleen bestaat uit de president van Frank¬ 
rijk. 

De vraag is nu: moeten we blij zijn met zoveel soorten modellen? 
Het antwoord hangt min of meer van onze smaak en bedoelingen af. 
We kunnen zeggen: ja, want een eenmaal bewezen stelling slaat op veel 
verschillende situaties en daardoor heeft ons werk een groot nuttig 
effect. We kunnen ook zeggen: nee, want alles wat we bewijzen slaat op 
zoveel situaties tegelijk, dat we niet bij machte zijn een situatie goed te 
karakteriseren. Voor beide antwoorden is veel te zeggen, de wiskun¬ 
dige is dan ook een expert in het hinken op twee benen. 

Laten we de toestand van ORD eens wat nader bezien en wel van 
het standpunt van de theorie. We vergeten even dat er zoveel ver¬ 
schillende modellen zijn, het is immers niet a priori uitgesloten dat al 
deze modellen dezelfde predicatenlogische eigenschappen hebben. 

De vraag die wij ons stellen is: geldt voor iedere zin A ORD \-A 
öf ORD h -iA, of is er een zin A zodat geen van beide geldt? 

In het laatste geval heet A onafhankelijk van ORD. Het antwoord is 
niet moeilijk te geven: beschouw het zinnetje ‘er is een grootste ele¬ 
ment’ in symbolen: (SxoXVXiX*! < x 0 v x t = x 0 ). Noem deze zin 
G. G geldt niet in O, maar wèl in de verzameling A = (1,2,...,27} 
met de gebruikelijke ordening (d.i. de structuur 9Ï). 

Nu doen we een beroep op een wat uitgebreidere vorm van de volledig- 
heidsstelling: 

FhPoFbP, 

Hierin betekent V\=P dat ieder model van V een model van P is, 
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een soort relatieve waarheid dus: als alle zinnen van V waar zijn in een 
structuur 91, dan is ook P waar in 91, en wel voor iedere 91. 

Het feit dat (ü I +G resp. 911# ~\G geldt, houdt in dat ORD # G 
resp. ORD & -vG geldt. En hieruit volgt volgens bovenstaande dat 
ORD\/- G en ORD I/ G geldt. 

Een theorie T met de eigenschap dat voor iedere zin A öf Th A 
of r b -i A geldt heet compleet. 

We hebben zojuist dus vastgesteld dat ORD niet compleet is. 

opgave 10: Bewijs dat T dan en slechts dan compleet is als voor iedere 
zin A geldt T u {A} is inconsistent of T u {~\A} is inconsistent (zie 
stelling 2 en opgave 4 blz. 28). Met wat meer techniek kan men be¬ 
wijzen dat de theorie van de dichte ordening zonder eindpunten com¬ 
pleet is. 

De axioma’s van deze theorie bestaan uit die van ORD plus de 
volgende zinnen: 

‘tussen elk tweetal verschillende elementen ligt nog een element’ 

‘er is geen grootste element’ 

‘er is geen kleinste element’. 

Opgave: vertaal zelf deze zinnen in symbolen: Een voorbeeld van 
een dicht geordende verzameling is 31, (de verzameling rationale ge¬ 
tallen met de gebruikelijke ordening). 

Een complete theorie heeft zekere voordelen boven andere theorieën. 
In het geval van de dichte ordening kan men bijvoorbeeld de waarheid 
van een zin A in 31 vaststellen en daardoor aantonen dat A een stelling 
van de theorie van de dichte ordening is. Immers hA of 1— iA geldt 
en het laatste is uitgesloten omdat dan ~i A waar zou moeten zijn in 9ï. 
Men kan aldus een algemene conclusie trekken uit een speciaal geval. 
Ongelukkigerwijze zijn complete theorieën echter tamelijk schaars. 
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23 Ook de logica heeft zijn beperkingen 


Men zou verwachten (of althans wensen) met behulp van de hier be¬ 
handelde logica alle wiskunde te kunnen formuleren en behandelen. 
Niets is minder waar, er zijn voorbeelden te over van begrippen die niet 
in onze eenvoudige predicatenlogica geformuleerd kunnen worden. 
Men kan bijvoorbeeld in de taal van de theorie der reële getallen de 
stelling van de kleinste bovengrens niet formuleren. 

Deze stelling luidt: voor iedere niet lege verzameling X van reële 
getallen volgt uit het bestaan van een getal dat groter is dan alle ge- 
getallen in X ( een bovengrens ) dat er een kleinste getal is dat groter of 
gelijk alle getallen van X is (een kleinste bovengrens of supremwri). 

Kort gezegd: iedere niet lege verzameling met een bovengrens heeft 
een kleinste bovengrens. 

Proberen we deze stelling in symbolen weer te geven, dan stuiten we 
al direct op de moeilijkheid dat er wèl variabelen zijn voor reële ge¬ 
tallen maar geen variabelen voor deelverzamelingen van reële getallen. 
Men kan aantonen dat er geen methode is om deze moeilijkheid te 
omzeilen, met als gevolg dat de stelling van de bovenste grens niet ge¬ 
formuleerd kan worden. Dat is een ernstig gebrek omdat alles wat met 
limieten, integralen, afgeleiden enz. te maken heeft, berust op deze 
stelling. 

Men kan het gebrek verhelpen door de taal van de logica te ver¬ 
anderen. Men kan nl. variabelen invoeren voor deelverzamelingen, de 
logica van de 2e orde, ter onderscheiding van de hiervoor beschouwde 
logica (ook wel logica van de le orde , of elementaire logica geheten). 

De logica van de 2e orde (en iedere hogere orde logica in het alge¬ 
meen) heeft echter eigenschappen die nogal afwijken van die van de 
elementaire logica, zodat zij buiten het bestek van dit boekje valt. 

Een ander opvallend gebrek is de onmogelijkheid om in de elemen¬ 
taire logica het begrip ‘eindig’ te formuleren. Men kan wel opschrijven 
‘er zijn 3 elementen zodat...’, nl. (3x 0 )(3x 1 )(3x 2 ) ... in het algemeen 
‘er zijn n elementen zodat...’, maar niet ‘er zijn eindig veel elementen 
zodat...’. 

Een bezwaar van geheel andere aard betreft de z.g. consistentie- 
bewijzen. We hebben gezien dat het consistentiebewijs voor de propo- 
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sitielogica van bijzonder zwakke hulpmiddelen gebruik maakt, nl. het 
manipuleren met nullen en enen volgens waarheidstafels. 

Gödel toonde echter aan in 1931 dat een consistentiebewijs voor de 
elementaire rekenkunde (met de axioma’s van Peano) sterkere hulp¬ 
middelen eist dan de rekenkunde zelf kan leveren. Het is natuurlijk de 
vraag welke geldigheid zo’n bewijs bezit waarin ter rechtvaardiging 
van iets eenvoudigs een beroep gedaan wordt op iets gecompliceerders. 

Hoewel het misschien te betreuren is dat niet alles van een leien 
dakje loopt vormen juist deze moeilijkheden een uitdaging, die veel 
logici en wiskundigen gefascineerd heeft en zal fascineren. 



24 Enkele toepassingen 


Zo langzamerhand kan de lezer tot de overtuiging geraakt zijn dat 
logica een betrekkelijk esoterische bezigheid voor logici is. Om althans 
enkele nuttige facetten van de logica te laten zien zullen we wat toe¬ 
passingen op wiskundig gebied demonstreren. Er is een goede reden 
om juist de wiskunde als exercitieterrein te kiezen. De wiskunde is nl. 
bij uitstek geschikt voor een formele behandeling en de benodigde 
begrippen zijn vaak uiterst elementair. De toepassingen, die we hier 
geven, zijn gebaseerd op de z.g. Compactheidsstelling (ook wel eindig¬ 
heids stelling genoemd). 

De requisieten voor deze stelling bestaan uit een predicatenlogica en 
modellen van formules van deze logica. Laat V een willekeurige ver¬ 
zameling zinnen (d.w.z. formules zonder vrije variabelen) zijn. De 
compactheidsstelling leert ons nu dat V een model heeft dan en slechts 
dan als iedere eindige deelverzameling van V een model heeft. 

Het bewijs van deze stelling volgt direct uit de consistentiestelling , 
die als volgt luidt: 

Iedere consistente verzameling V van zinnen heeft een model. Voor 
de propositielogica is de consistentiestelling bewezen in aanhangsel II. 
Er bestaat een analoog bewijs voor de predicatenlogica. Er zijn in dat 
geval wat extra details, maar in grote lijnen kan het bewijs van aan¬ 
hangsel II nagebootst worden. De lezer wordt voor een bewijs ver¬ 
wezen naar Freudenthal’s Exacte Logica 4.12.e.v. Voor een fundamen¬ 
teel verschillend bewijs zie E. W. Beth, Formal Methods , Ch. IV. Wij 
zullen hier de consistentiestelling zonder bewijs aanvaarden. 

Het bewijs van de compactheidsstelling verloopt nu als volgt: 

a. Stel dat V een model 21 heeft. Dat betekent dat iedere zin in V 
waar is in 21, maar hieruit volgt onmiddellijk dat 21 een model is voor 
iedere eindige deelverzameling van V. 

b. Laat gegeven zijn dat iedere eindige deelverzameling van V een 
model heeft. 

Stel dat V inconsistent is, dan geldt WA en VI — \A voor een 
zekere formule A. Op grond van de definitie van bewijs geldt dan ook 
W x \-A en W 2 I—i A voor zekere eindige deelverzamelingen W x en 
W 2 van V. 
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Dan geldt echter ook W 1 uW 2 hA en W 1 uW 2 l —i A, hieruit volgt 
dat de eindige deelverzameling W 1 uW 2 van V inconsistent is. Volgens 
het gegeven heeft W 1 uW 2 echter een model, d.w.z. W t uW 2 is con¬ 
sistent. We hebben nu een tegenspraak afgeleid uit de aanname dat V 
inconsistent is. Ergo V is consistent; op grond van de consistentie- 
stelling heeft V dus ook een model. 

Toepassing 1: uitbreiding van een partiële ordening tot een totale orde¬ 
ning . 

Een partiële ordening op een verzameling is een binaire relatie o 
met de eigenschappen 

(1) en bc c=> ao c (transitiviteit) 

(2) a a geldt voor geen a (irreflexiviteit) 

(3) b en b<3a=> a = b 

waarin a -<a b een afkorting is voor boïa = b. 

Geldt bovendien 

(4) <i b of b^z a of a = b (vergelijkbaarheid) dan heet <a een 
totale ordening. Meestal spreekt men van ordening in plaats van totale 
ordening. 

De definitie van partiële ordening wordt in de literatuur vaak ge¬ 
geven voor de relatie <3, men heeft dan te doen met een reflexieve 
relatie. 

Een verzameling met een partiële ordening heet een partieel georden¬ 
de verzameling en als (4) geldt, een ( totaal ) geordende verzameling 
(zie blz. 69). 

Voorbeelden van partieel geordende verzamelingen: 

a. De verzameling der gehele getallen met de < -relatie. 

b. De verzameling mensen met de relatie gedefinieerd door 
X^F<^Xis7ofZ stamt van Y af. 

c. De verzameling der positieve gehele getallen met de deelbaar- 
heidsrelatie. 

d. Een klas schoolkinderen met de relatie <3_, gedefinieerd door 

X Yo X is F of X is kleiner dan Y. 

e. De deelverzamelingen van een verzameling V met als relatie ^ 
(de inclusierelatië). 

f. De verzameling proposities met de relatie gedefinieerd door 
A<\ BoA B. 
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Onder deze voorbeelden is alleen in het geval a de ordening totaal. 

Een bijzonder handig hulpmiddel om partieel geordende verzame¬ 
lingen aanschouwelijk te maken is een diagram waarin men de ele¬ 
menten weergeeft door stippen en de ordeningsrelatie door lijnstukken 
die tweetallen stippen verbinden wanneer ze in de ordeningsrelatie ver¬ 
keren (meestal wordt ab weergegeven door a beneden b of links van 
b te tekenen). 

Voor enkele van de genoemde voorbeelden schetsen wij het diagram: 


4 - 8 - h - 8 - 1 


4 



JOKE ELS 



Het verschil in zo’n diagram tussen een partieel geordende en een 
totaal geordende verzameling bestaat uit het feit dat het diagram van 
een totaal geordende verzameling een rechte lijn met stippen vormt. 
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Stel nu dat de gymnastiekleraar de kinderen van de klas uit voor¬ 
beeld d op een rijtje wil zetten naar opklimmende grootte, dan is het 
niet zonder meer duidelijk in welke volgorde de kinderen komen te 
staan. Gelukkig weet de gymnastiekleraar wel raad met het probleem 
van de volgorde. Hij zegt bij voorbeeld: ‘Klein staat voor groot en als 
twee kinderen even lang zijn staan ze volgens het alfabet’. De rij ziet 
er nu als volgt uit: 


BARBARA FLORENCE PIET JAAP _ HARRY 

o_o_O_O-O— : -o-o-o-o-o 

JAN KEES TINEKE ELS JOKE 


De gymnastiekleraar heeft nu een wiskundige opgave opgelost, hij 
heeft een partiële ordening uitgebreid tot een totale ordening. 

Wij zullen het probleem algemeen formuleren: Zij 31 een door c 
partieel geordende verzameling. Bestaat er een totale ordening < van 
A zodat a<b als 1 bl In termen van het (verticale) diagram: Kan 
ieder diagram platgeslagen worden tot een lijn zodat de relatie ‘... 
ligt boven...’ behouden blijft? 

Toon voor Uzelf aan dat voor eindige A zo’n totale ordening altijd 
gevonden kan worden. 

Om het probleem op te lossen voor willekeurige partieel geordende 
verzamelingen 31 roepen wij de hulp van de logica in. Beschouw een 
predicatenlogica met twee binaire relaties: c en =. Daarnaast bezit 
de taal constantesymbolen voor alle elementen van A (populair ge¬ 
zegd: ieder element heeft een naam in de taal). Ter vereenvoudiging 
van de notatie geven we de naam van het element c van A aan met c. 

Beschouw nu de volgende verzameling axioma’s: 

I de verzameling ORD van blz. xx 
II = {co 3| cc d,c,deA } 

III Z> = = {c = d | c = d, c, deA} 

IV D* = {c # a\c ï d,c,deA} 

Stel ö = D < uD = uD # . D beschrijft in de predicatenlogica de 
‘lig gin g’ van de elementen van A, d.w.z. we kunnen uit D aflezen welke 
elementen gelijk of ongelijk zijn, of in de relatie verkeren. D is oneindig 
als A oneindig is, maar tegen oneindige verzamelingen zinnen hebben 
we geen bezwaar. 
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Op de verzameling V=ORDvD gaan we nu de compactheids- 
stelling toepassen. 

(i) Iedere eindige deelverzameling van F heeft een model. 

Bewijs: Zij U een eindige deelverzameling van V. Als W^D zijn we 
klaar want dan is 21 al een model van W. Als W ook zinnen van ORD 
bevat maken we W een beetje groter door alle zinnen van ORD toe te 
voegen: W' = Wu ORD. 

Omdat W' een eindige verzameling is komen in W' slechts eindig veel 
constantesymbolen c 1? ..., c k voor. Het model voor W' moet nu in ieder 
geval k verschillende elementen a u ...,a k (als interpretaties van 
éi,..., c k ) bevatten en voorts moet het voldoen aan ORD. Zo'n model 
kunnen we vinden, omdat we immers de partiële ordening op de 
eindige verzameling (c l9 ..., c k } kunnen uitbreiden tot een totale 
ordening op {c l9 ..., c h ). Het verkregen model is vanzelfsprekend een 
model van W. 

(ii) Volgens de compactheidsstelling heeft V nu ook een model. Laat 
93 dit model zijn, noem ter vereenvoudiging de ordeningsrelatie op B 
ook o, B bezit voor iedere naam c een element c* als interpretatie 
van c. We weten dat verschillende elementen verschillende namen en 
verschillende namen verschillende interpretaties hebben, we kunnen 
dus concluderen dat B een ‘kopie’ van A bevat. Bovendien geldt 
c* d* als c d een element van D is. Wegens de definitie van D 
geldt ook nog c<i do(c<\ 3 )eD dus geldt c*<n d*oc <3 d voor die 
elementen c en d van A die in de relatie o verkeren. 

Omdat 93 een model van ORD is weten we dat 93 een totaal ge¬ 
ordende verzameling is. De deelverzameling {c* | ceA} is daardoor ook 
totaal geordend. Dit levert ons een totale ordening van 21: we kopiëren 
eenvoudigweg de ordeningsrelatie van 93. Om precies te zijn: we defi¬ 
niëren de relatie voor alle paren c en d van A (n.b. de relatie <op A 
was nog niet voor alle paren gedefinieerd) door te stellen dat c<i d 
geldt wanneer c*<3 d* geldt. Hiermee is de opgave voltooid. 

Het bovenstaande bewijs van de stelling 
Iedere partiële ordening kan uitgebreid worden tot een totale ordening 
is niet het enige bewijs dat wij kennen. Zo kan men gemakkelijk een 
bewijs leveren met behulp van het keuze-axioma, het lemma van Zorn 
of de welordeningsstelling. 
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Toepassing 2: non-standaard reële getallen 

Beschouw de structuur 91 der reële getallen, we zullen een uitbreiding 
91* van 9Ï aangeven waarin elementen voorkomen die groter zijn dan 
alle elementen van 91. 

Hiervoor maken we gebruik van een predicatenlogica die symbolen 
voor de relaties en operaties van R bevat, te weten 
en voorts namen voor alle reële getallen. Als hierboven noteren we de 
naam van een reëel getal a als a. 

Beschouw de volgende verzamelingen zinnen 
D = {A\$ltA} 

U = {(3x)(x > a) | a e R) 

D bestaat uit alle zinnen die in 9t gelden, men kan zeggen dat D de 
structuur 9t beschrijft. De verzameling U verkrijgt men door voor 
ieder reëel getal a de zin ‘Er is een element groter dan a ’ op te nemen. 

In een model van U geldt automatisch dat er een element is dat ‘groter 
is dan alle elementen van jR’ (de precisering volgt nog). 

We passen de compactheidsstelling toe op V = D u U. 

(i) Iedere eindige deelverzameling W van V heeft een model. 
Bewijs: W is eindig en bevat dus slechts eindig veel namen a l9 ..., a k . 
Beschouw W' = WuD. Bewering: 9ï is een model van W '. We zien dit 
als volgt in: 9Ï is op grond van de definitie van D een model van D. Nu 
moet ook nog gelden 

911= (3x)(x > dj , ..., 9Ï t= (3x)(x > a k ). 

We moeten dus aantonen dat in R een getal bestaat dat groter is dan 
a l9 ..., a k . Zo’n getal is er vanzelfsprekend (neem b.v. \a x \ + — + 

4- \a k | + 1). M.a.w. 91 \= dus zeker 9 Ï^W. 

(ii) Op grond van de compactheidsstelling bestaat een model 9t* 
van F. 

Analoog aan de gang van zaken bij het model 93 in toepassing 1. 
kunnen we zeggen dat 9ï* een kopie van 91 bevat (nl. de verzameling 
elementen met namen a voor aeR). 

Laten we eerst nagaan in welke zin 91* een kopie van 91 bevat. 
Beschouw de verzameling R 0 = {(a | 91*, s) | a e R}, waarin s een 
zekere bedeling is. In woorden R 0 is de verzameling van alle inter¬ 
pretaties van constantesymbolen in 9t*. Definieer een functie (p: • 
R —► Rq door 

(p(a) = (a | 91*, s) (de interpretatie van a in 9ï*) 
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Schrijf a* voor (a | 9i*, s}. 

De functie cp is een-eenduidig, stel nl. a^b, dan geldt 9ï \= d # 5, 
911= a # B o (d -f- B)eDo 9t* \=d ^ B o a* ^ b* 

De functie cp is bovendien een isomorfisme (d.w.z. cp behoudt de 
operaties en relaties) zoals blijkt uit 
a + b = co$ï\=a + E = co(a + b = c)ED<=> 

o 9i* I -d-\-B — co a* + b* = c* 
Evenzo bewijst men ab = coa*b* = c* 
a < boa* < b* 

In termen van de algebra luidt ons resultaat nu: er is een isomor¬ 
fisme (p dat 91 afbeeldt in 9t*. Het beeld van 91 onder cp noemen we nu 
de kopie van 91 in 91*. 

De elementen van deze kopie heten standaard reële getallen, de 
overige heten non-standaard reële getallen. Omdat 9t* een model is 
van &, heeft 9ï* precies dezelfde eigenschappen als 91, d.w.z. 
91 f= A o 91* N A voor iedere zin A. Van het standpunt van de predi- 
catenlogica zijn 9ï en 91* niet te onderscheiden! Twee van zulke model¬ 
len heten elementair equivalent. 

We weten ook dat 9Ï* een non-standaard getal c bevat dat groter is 
dan alle standaard getallen. 

Voor c geldt oOenoa voor alle positieve standaard getallen a , 
dus geldt 0 < — < b voor alle positieve standaard getallen b (ga na). 

Zo’n positief non-standaard getal dat kleiner is dan alle positieve 
standaard getallen noemen we infinitesimaal. * 

Het model 91* blijkt dus behalve de standaard reële getallen o.a. 
ook nog getallen te bevatten die t.o.v. de standaard getallen ‘oneindig 
groot’ of ‘oneindig klein’ zijn. 

Het bestaan van dergelijke modellen 9i* is vooral interessant omdat 
langs deze weg de infinitesimalen de wiskunde binnengehaald worden 
nadat ze er in de negentiende eeuw door mannen als Cauchy, Bolzano, 
Weierstrass (terecht) zijn uitgewerkt. Voor historische details en voor 
een diepgaande studie van de eigenschappen van non-standaard 
analyse wordt de lezer verwezen naar het boek Non-standard Analysis 
van A. Robinson. 

De theorie van de non-standaard reële getallen kan men toepassen 
om resultaten uit de differentiaal- en integraalrekening af te leiden. 

80 




Als voorbeeld beschouwen we de continuïteit van een functie, 
f heet continu als |f(x + h) — f (, x)\ infinitesimaal of nul is als h infinite- 
simaal is. 

Beschouw de functie ƒ met ƒ (x) = x 2 
\(x + h) 2 - x 2 \ = \x 2 + 2 xh + h 2 - x 2 \ = \h(2x + h)\ 

Het is gemakkelijk in te zien dat dit getal infinitesimaal is. 

Beschouw de continue functies ƒ en g-f+g is eveneens continu zoals 
blijkt uit 

I f(x + h) + g(x + h) -ƒ(*) - g(x) | ^ | f(x + h) -f(x) | + 

+ I g(* + h)~ g(x)\. 

Het rechterlid is de som van twee getallen die infinitesimaal of nul zijn, 
het is dus zelf infinitesimaal of 0. 

Voor tal van andere toepassingen kan men het boek van Robinson 
raadplegen. 

Opgave: (a) Bewijs dat de som van 2 infinitesimalen weer infinite¬ 
simaal is; (b) bewijs dat het product van een standaard element en een 
infinitesimaal eveneens infinitesimaal is. 
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25 Aanhangsel I: Het deductietheorema 


Stelling : Als A l9 ... 9 A n9 B\- C , dan A n h B -> C. 

Bewijs: het bewijs leveren we met volledige inductie* naar de bewijs- 
lengte van C uit A l9 ..., A n , P. 


I bewijslengte 1. Per definitie zijn er twee gevallen 

C 

a. C is een axioma, dan is een bewijs van B-+C. Derhalve 

geldt A x _ A„ \-B -*• C. V C 

bl. C = B dan geldt omdat -iB v B een axioma is. Derhalve 

geldt A 1 ...A n hB -»C. 

b2. C is een van de ^4’s. Stel C = A l9 dan is 1 een bewijs uit 
A 1 ...A n9 dus geldt C. n V 1 


II Stel dat het deductietheorema reeds bewezen is voor alle formules 
met bewijslengte n en laat C een bewijslengte n + 1 hebben. Er doen 
zich 3 gevallen voor: 

1. Cis een axioma 

2. C is een van de hypothesen. Deze gevallen zijn identiek aan I. 

3. C volgt uit een of meer voorgangers in het bewijs met een der af- 
leidingsregels. 

Beschouw de eerste afleidingsregel P\-Qw m P en stel C = QwP. 
P heeft een bewijs met lengte ten hoogste n uit A l9 ... A n9 B 9 we 
mogen dus de inductie-hypothese toepassen: A l9 ..., A n hB->P. Uit¬ 
gaande van B-+P maken we een nieuw bewijs: 

-\B v P 
ö v (- 1 B v P) 

“i B v (ö v P) (na herhaalde toepassing van associatieve 

B-*{Q v P) en commutatieve regels) 

* Het principe van volledige inductie voor een bewering Z(ri) over natuurlijke ge¬ 
tallen «luidt: 

Als Z( 1) geldt en uit Z(n) volgt Z(n+ 1) dan geldt Z(n) voor alle natuurlijke ge¬ 
tallen. 

Hier gebruiken we een andere (maar gelijkwaardigé) versie: 

Als Z(l) geldt en als uit Z( 1), Z(z), .. Z(n) de bewering Z(n+ 1) volgt , dan geldt 
Z(n) voor alle natuurlijke getallen. 



d.w.z. samen met het bewijs van P->P hebben we een bewijs voor 
A u ..., A n \-B^C gekregen. De andere regels behandelt men evenzo 
(ga na). 

We beschouwen alleen nog regel V. 

C — QwR en PvQ, ~iP v R komen al eerder in het bewijs van 
A u ...,A„,£hC voor. Volgens de inductie-hypothese zijn er bewijzen 


voor 


A u ...,A n \-B-+(P v Q) en 
A 1 ,...,A n PB-+(-\P v R) 
Het bewijs voor A, ... A„ I -B —► 
iP v (P v Ö) 

~i B v (—i P v R) 

P V (-ifi V Q) 

—\P v (*r B v R) 

(-1 B v 0 v (—iP v R) 

-i B v ö v -iP v P 
P v ö v “iB v ö v -iP v P 
(~iP v ö v P) v (-iP v Q v 
-iP v (ö v P) 

P (ö v P) 


v P) construeren we als volgt: 

( 1 ) 

( 2 ) 

(3) uit (1) 

(4) uit (2) 

(5) uit (3) en (4) met V 

( 6 ) 

(7) met I 

( 8 ) 

(9) met II 

( 10 ) 


In bovenstaand bewijs zijn de toepassingen van de associatieve 
en commutatieve regels weggelaten, bovendien hebben we (op grond 
van de associatieve eigenschap) haakjes weggelaten. 

Voeg nu nog de bewijzen van P -> (~\P v P) en P -*• (P v Q) toe, 
dan is het geheel een bewijs voor B-+{Qv R). 
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26 Aanhangsel II: De consistentiestelling (zieblz.33) 


We moeten aantonen dat bij een gegeven consistente verzameling V 
van proposities een waardering w te vinden is die alle proposities uit V 
de waarde 1 geeft. 

Hiertoe zetten we alle proposities op een rij (dat kan omdat er 
aftelbaar veel proposities zijn; bedenk zelf een systematische manier 
om alle proposities op een rij te zetten). Laat A u A 2 , A 3 , A 4 , A s , A 6 , 
A 7 , A 8 , ..., A n , ... het resultaat zijn. We gaan nu de rij splitsen in een 
groene en een rode verzameling. In de groene verzameling stoppen 
we om te beginnen alle elementen van V, vervolgens gaan we stapsge¬ 
wijs alle proposities A t over de beide verzamelingen verdelen. Noem 
V voor het gemak G 0 . 

Ie stap: Als consistent is, stop A x in de groene verzame¬ 

ling. 

Als {A x } u G 0 inconsistent is, stop •A 1 in de rode verzameling. 

2e stap: Laat G l op dit moment de inhoud van de groene verzame¬ 
ling zijn. 

Als {A 2 } u G x consistent is, stop A 2 in de groene verzameling. 

Als {A 2 } u G t inconsistent is, stop A 2 in de rode verzameling. 

3e stap: Laat G 2 op dit moment de inhoud van de groene verzame¬ 
ling zijn. 

Als {A 3 } kj G 2 consistent is, stop A 3 in de groene verzameling. 

Als {A 3 } \j G 2 inconsistent is, stop A 3 in de rode verzameling. 

Neem nu aan dat we al n stappen gedaan hebben. 

C n + 1 )-ste stap: Laat G n op dit moment de inhoud van de groene 
verzameling zijn. 

Als {A n+1 } Kj G n consistent is, stop A n+1 in de groene verzameling. 

Als {A n+1 } kj G n inconsistent is, stop A n+1 in de rode verzameling. 

Zo doorgaande komt iedere propositie in precies een van beide ver¬ 
zamelingen. Natuurlijk kunnen we een element van V tegenkomen bij 
een zekere stap, in zo’n geval zit het element al in de groene verzame¬ 
ling, dan hoeven we dus niets te doen. 

Noem de elementen van de groene verzameling G groen en van de 
rode verzameling R rood. 
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I Iedere G n is consistent. 

We bewijzen dit met volledige inductie. 

1. G 0 is consistent 

2. Stel dat G n consistent is. Voor G n+1 zijn er twee mogelijkheden: 

a . G n+l = G n9 dan is G n+x ook consistent, of 

b. G n+1 ¥^G n9 dan is G n+1 = G n u{A n+1 } en volgens de instructie is 
G n+1 consistent. 

II G is consistent. 

Stel dat G inconsistent is, dan is er een formule C zodat GhC en 
G I—iC. Volgens de definitie van blz. 24 zijn er dus eindig veel formules 
D u ..., D k eG zodat D l9 ...,D k h C en eindig veel formules E u ..., E t eG 
zodat £ 1? ..., £^hC. Zoek nu voor alle formules D t en Ej hun plaats 
in de rij A l9 A l9 A 39 ... op. Laat A p hiervan de laatste zijn. 

Omdat A p groen is moet hij in een zekere G s gestopt zijn, alle groene 
voorgangers van A p zitten dus ook al in G s9 i.h.b. geldt D u ..., D k9 
E l9 ...,E c eG s . 

Hieruit volgt dat G s h C en G s I—iC, hetgeen in strijd is met I. 

Conclusie: G is consistent. 

III Als B groen is, dan is ~iB rood. 

Stel dat -i B ook groen is, dan geldt B , -i B e G, dus ook 6h5 en 
G I—i B. Dit is in strijd met de consistentie van G. 

Conclusie: -\B is rood. 

IV Als -i B groen is, dan is B rood. 

(Evenzo.) 

V Als B rood is, dan is -iJ5 groen. 

Als B rood is, dan is B bij een zekere stap, zeg de n e 9 in R gegooid, 
d.w.z. was inconsistent. Volgens stelling 2 blz. 28 geldt 

dus G n _! I— \B. Afleidbaarheid blijft behouden als we meer hypo¬ 
thesen toevoegen, dus geldt ook GI—i B. Stel nu dat -i B ook rood is, 
dan is {“il?} u G p inconsistent voor een zekere p. Dan is ook {-iö} u G 
inconsistent, dus Ghi?. Gecombineerd met GI —\B volgt hieruit de 
inconsistentie van G, in strijd met II. 

Conclusie: “iJ?is groen. 
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VI Als ~iB rood is, dan is B groen. 

Uit -xB is rood volgt met V dat m B groen is. 

Wegens I —\-\B -»B geldt nu G I -B. Maak het bewijs zelf verder af. 
Uit III en VI volgt 


VII Voor iedere B geldt dat B öf -i B groen is. 


VIII We definiëren nu een waaardering w als volgt: w voegt 1 toe aan 
alle groene atomen en 0 aan alle rode atomen. 


ix m< 29= Ü a ! SjBgroenis 

[ 0 als B rood is 

We bewijzen IX met volledige inductie naar de opbouw van de for¬ 
mules; d.w.z. iedere formule is in ekidig veel stappen opgebouwd uit 
atomen m.b.v. de voegtekens v en -i. We bewijzen nu eerst IX voor 
atomen en vervolgens voor een samengestelde formule onder de ver¬ 
onderstelling dat voor alle formules die in minder stappen opgebouwd 
zijn IX al geldt. 

1. Als B een atoom is geldt IX per definitie. 

2. Voor een samengestelde B onderscheiden we 2 gevallen: 2a. 
B — -iC. Als B rood is, dan is C groen en C is in minder stappen op¬ 
gebouwd dan B. Volgens de inductie veronderstelling geldt IX dus al 
voor C, d.w.z. w(C) = 1 en volgens de waarheidstafel is w(B) = 0. 


Evenzo voor een groene B. 2b. B = C v D. Laat B groen zijn. We 
tonen aan dat C of D groen is. Stel dat C en D beiden rood zijn. Dan 
zijn -iC en -i .D groen. 

Onderstaande afleiding toont dat G\-D (immers C v DsG\ dit 
gecombineerd met G I—i D levert de inconsistentie van G , in strijd met 
II. M.a.w. C is groen of D is groen. Laat C groen zijn. Omdat C 
opgebouwd is met minder stappen dan B , geldt IX voor C: w(C) = 1, 
Hieruit volgt w(C v D) = 1. 

C v D 
—iC 

D v “iC 
—iC v D 
DvD 


D 
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Laat B rood zijn, dan is -i(C v D ) groen. Stel dat C groen is, wegens 
ChC v D geldt dan ook GhC v D. Maar omdat -i(C v D)eG moet 
G inconsistent zijn. Tegenspraak. C is dus rood. Evenzo ziet men in 
dat D rood is. Wegens de inductieveronderstelling geldt w(C) = w(D) = 
= 0 en daaruit volgt w(B) = 0. 

X w(B) = 1 geldt voor alle Be V. Dit is een onmiddellijk gevolg van 
FcG, Hiermee is het bewijs van de consistentiestelling voltooid. 
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27 Oplossingen 


1 * (0 O; (ii) 1; (iii)O 


A 

B 

c 

Bv C 

-1 B 

A a ~iB 

A->(Bv C) 

(A a — i B) — ► C 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

o . 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

1 


De kolommen onder A-*{B \/ C) en (A a —i B) —>• C zijn gelijk, derhalve 
zijn de formules equivalent. 


3. v -i A) v (~iA v -iA) (axioma) 

[~i(—v -i A) v -i iA] v -i A (III) 

-i(-iA v -i A) v {[(-vl v -i A) v -i A] v -v4} (I) 

{[-i(-l 4 v -i A) v -i A] v -i A} v -i(-u4 v ~iA) (1) 

H -1 A v -iA) v -i A] v [-1 (-iA v -i A) v -u4] (herhaaldelijk III, 

IV en (1)) 

— 1 (—1-4 v -i A) v ~iA II 

(~iA v -iA) -> —iA (afspraak) 

(4 -* ~iA) -* ~iA (afspraak) 

4. Volgens stelling 2 geldt V\ —i—i A als V(j{—iA} inconsistent is. 
In (2) blz. 25 is afgeleid I—i~i A -* A 

Pas nu Modus Ponens toe: -i-i A-+A, ~i~iA \-A, 
dan is het resultaat V\- A. 

5. Stel de waarheidstafel op. 

6. Zij P(x) — x is even; 

Q(x) — x is oneven, dan is de interpretatie van de formule: ‘Als er 
een even getal is en een oneven getal, dan is er een getal dat zowel 
even als oneven is’. Dit is een onjuistheid. 
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7. (Vx)P(x) v (Vx)fi(*)«-(Vy)fi(y) v (Vx)P(x) 

~(Vx)[(Vy)ö<» v P(x)] 

<-► (Vx)[P(x) v (Vy)ö(j)] 

~(Vx)(Vy)[P(x) v Q(y)] 

waar y niet vrij in P(x) voorkomt. 

8. a. (Vx)(P(x) -* Q <-* —i(Vx)P(x) v Q 

<-> (3x)(-iP(x)) v Q 
*-* (3x)(-iP(x) v Q) 

<-► (3x)(P(x) -► Q ) 

evenzo b, c, d. 

e. (3j)(Vx)[*S(j/, x)<r+-iS(x, x)] betekent ‘Er is een man y zodat voor 
alle mannen x geldt: y scheert x dan en slechts dan als x zichzelf 
niet scheert’, anders gezegd: ‘Er is een man die alle mannen scheert 
die zichzelf niet scheren’. 

De tweede formule is een bijzonder geval van (3j)(Vx)P(x, y ) 

-> (3 y)P(y, y). De juistheid van deze formule ziet men direct in. 

Het rechterlid (3 y)(S(y, y)<r+-nS(y, y)) is echter een contra¬ 
dictie, dan moet het eerste lid ook onjuist zijn, d.w.z. 
-i(3 y)Q/x)[S(y, x)^-i*S(x, x)] geldt. 

9. (i) Bij iedere g 0 is er een g t zodat g 0 = 2g t of is er een g 2 zodat 

go = 2gi + 1- Anders uitgedrukt: ieder getal is even of oneven. 
Waar. 

(ii) Er is een g zodat 5 , (x 4 ) + 1 =g 2 . Deze formule is waar wanneer 
de bedeling zo gekozen wordt dat ^(xj een kwadraat min één is. 
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Bij tal van wetenschappen heeft de verfijning van het begrippenapparaat 
een behoefte tot formalisering en grotere exactheid opgeroepen. Daardoor 
is ‘de kunst van het redeneren’ niet langer het exclusieve terrein van de 
wijsgeer en de wiskundige. In vele a- en y-disciplines maakt men thans met 
vrucht gebruik van methodieken, ontwikkeld door logici en wiskundigen. 
Ook de ontwikkeling en toepassing van programmeertalen voor computers 
hebben een sterk formeel logische achtergrond. * 

Als gevolg daarvan is een vraag ontstaan naar inzicht in formalismeü en 
hun technische aspecten, eerder dan naar curieuze redeneringen in natuur¬ 
lijke talen. 

Het boek Formele logica probeert in die vraag te voorzien door zowel van 
de propositielogica als de predicatenlogica een exacte formalisering ea inter¬ 
pretatie te geven, evenwel zonder die uiterste exactheid na te streven die in 
onleesbaarheid resulteert. De formalisering wordt voorafgegaan en begeleid 
door intuïtieve motiveringen. 

Het gebruik van wiskundige hulpmiddelen wordt in de algemene delen zo¬ 
veel mogelijk beperkt, zodat de niet-wiskundig geschoolde lezer niet be¬ 
nadeeld wordt. 

De behandeling van de propositielogica is afgerond, beslisbaarheid en 
semantische volledigheid worden aangetoond. Het bestaan van mqjiellen 
voor consistente collecties proposities wordt afzonderlijk in een aanhangsel 
bewezen. De analoge stelling in de predicatenlogica wordt zonder bewijs ge¬ 
bruikt om via een omweg enkele specifiek wiskundige toepassingen te geven. 
Zo wordt het bestaan van non-standaard reële getallen aangetoond. Het ge¬ 
deelte dat met het oog op wiskundige toepassingen is geschreven kan zondet 
het algemene inzicht te schaden overgeslagen worden. 

De auteur is verbonden aan de Centrale Interfaculteit van de Rijks- 
universiteit te Utrecht als lector in de wijsbegeerte van de wiskunde, 
voor doceerde hij aan het Massachusetts Institute of Technology, Cambriüge, 
Mass. Zijn werkzaamheden liggen voornamelijk op het gebied van de mathe¬ 
matische logica en de grondslagen van de wiskunde. 1 > 
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